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lll. Olceklenme Hipotezi
LA Homojenlik Varsayimi

Onceki béliimlerde, siirekli bir gegis, bir kiime kritik istellerle {a, 8,7,0,v,n,---} tammlanmigti.
Salinimlarin éneminden dolayi, bu Ustellerin semer noktasi yaklasik sonuglari givenilir bulun-
mamigti. Degisik termodinamik nicelikler iligkili oldugu igin, bu Usteller birbirlerinde bagimsiz
olamaz. Bu boélimin amaci, Usteller arasinda bagintilar bulmak ve kritik noktayi tasvir ede-
bilmek igin gerekli birbirinde bagimsiz minimum sayida Usteli bulmaktir.

Analitik olmayan yapi, ¢ < 0 ve h = 0 igin, t = h = 0 kritik noktasinda biten beraber
varolma gizgisidir. Cesitli Usteller, bu nokta civarinda, degisik termodinamik niceliklerin Q(t, h)
oncil tekilliklerini tasvir ederler. Kanonik topluluktaki temel niceliklerden biri serbest enerijidir,
ki semer noktasi yaklagiminda

t2 .
- h =0, t<0igin
_h4/3

s (I11.1)
m h;éO,t:O, |g|n

f(t,h) = min %mQ + um?* — h.m} x {
olarak verilir. Serbest enerjideki tekillik, aslinda, t ve h’ye bagl tek bir homojen fonskiyon
tarafindan tanimlanabilir:

f(t,h) = [tPgr(h/[t]>) (11.2)

g; fonksiyonu = = h/|t|> birlegsimine baglidir, burada A agiklik dsteli olarak bilinir. g;'in
asimptotik davranisi, denklemler Ill.1 ve 111.2’yi karsilastirarak rahathkla gérdlar. A = 0 limiti,
lim, 0 g¢(z) ~ 1/u durumunda elde edilirken, A’'nin uygun kuvvetini bulabilmek igin

lim;—oo gf(z) = 2%/3/ul/? olmasi gerekmektedir. ikincisi, f ~ |t|2h%/3/(u!/3[t[*4/3) olmasini
gerektirir. t = 0 boyunca, f’in ¢'ye higbir baglihgi olamayacagi icin, agiklik Ustelinin (denklem
I1l.1°e karsilik gelen) degeri

A=" (I11.3)

olur.
Homojenlik varsayimi, semer noktasi yaklasiminin étesine giderken, serbest enerjinin (ve

'Genel olarak, f(x1,xs, - -) fonksiyonu,
f(bpll.l’bpzx% .. ) = bpff(:ljl,l‘g, .. )

kosulunu bitin élgekleme faktorleri b icin sagliyorsa, homojendir. b'nin uygun sekilde segilmesi ile,
argimanlardan biri kaldirilabilir ve bu bdlimde kullanilan él¢cekleme formlari elde edilir.
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herhangi diger termodinamik niceligin) homojen formunu

Frekil = 111295 (n/11%) (111.4)

korudugu varsayimidir. Gergcek « ve A Ustelleri, incelenen kritik noktaya bagh olabilir. ¢'ye
baghlik, 1si sigasinin h = 0’daki tekilligini tiretecek sekilde segilir. Enerjinin tekil kismi (¢ > 0
icin mesela)

Erekil ~ %{ ~ (2= a)t' g p(h/[t) — ARt AL (h/[H2)
~ fl-o (2—04)gf(h/|t|A)—%Q}W/MA) =t'""gp(h/[t|*)  (I5)

ifadesinden elde edilir. Dolayisiyla, homojen bir fonksiyonun tlrevi, bir baska homojen
fonksiyondur. Benzer sekilde, ikinci tlrevi (yine ¢ > 0 igin)

an —o A
Crekil ~ — gz ~ 1 "9c(h/t1%) (111.6)

halini alarak h — 0 durumunda Cigy;| ~ ¢t~ Olgceklenme sonucunu turetir. Daha genel bir sekli,
t > 0 vet < 0icin farkh Gsteller kullanarak ve t = 0’da uyumlu olacak sekilde

C(t,h) = [t]7** g (h/|t]3+) (111.7)

olarak secebilirmisiz gibi gorinebilir. Ancak bu, serbest enerjinin h = 0 ve ¢ < 0 igin beraber
var olma cizgisi disinda her yerde analitik olmasi kosulu tarafindan elenir. Varsayimsal olarak,
C fonksiyonu bu noktanin etrafinda tamamen analitiktir, ve Taylor acilimi yapilabilir

C(t < h®) = A(h) + tB(h) + O(t?) (111.8)

Buna ilaveten, ayni acilim hem C, hem de C_’den elde edilebilir. Ancak denklem IIl.7

o h P+ h q+
Cy = It| i[Ai <|t|Ai> + By (ItlAi) +} (111.9)

acihmini verir, burada {p+,q+}, g+'1n buylk argimanlari igin asimptotik agihmindaki éncul
ustellerdir, ve {A4, B+ } karsilik gelen 6n faktérlerdir. Denklem 111.8'deki Taylor serisine uyum
saglamasl, p1 Ay = —ay ve g AL = —(1 + ax) olmasini gerektirir, ve

Ci(t < h®) = Aph~ox/Be 4 g p=(Fes)/As iy 4 o (111.10)

sonucu bulunur. ¢t = 0’'da sireklilik oy /AL =a_/A_ve (1+ay)/AL = (14 «a_)/A_ olmasini
gerektirir ve bu da

ar=a-=a (I11.11)
Ay =A_=A

anlamina gelir. |¢t|'yi varsaydigimiz dlgceklenme seklinde kullandigimiz halde, fonksiyonun ¢ =
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0'da sonlu A igin analitikligini, parametreleri uygun segerek saglayabiliriz, yani B_ = — B, alarak
denklem IlIl.10’'u denklem IIl.8’e uydurarak. Bu durumu saptadiktan sonra, dlceklenme den-
klemlerinde, |¢| yerine dikkatsizce ¢ kullanabiliriz. Dogal olarak bu gérus bitin Q(¢, h) nicelikleri
igin gecerlidir.

Denklem lll.4'deki serbest enerjiden baglayarak, ilging diger niceliklerin tekilliklerini
hesaplayabiliriz:
e Miknatislanma,

m(t, )~ 98 i B, (101%) (1.12)

ifadesinden elde edilir. z — 0 limitinde, g.,,(z) bir sabittir ve
m(t,h =0) ~ [t|>"* 2, — f=2-a-A (11.13)

olur. Diger taraftan,  — oo oldugunda, g,,(x) ~ zP'dir ve

m(t =0,h) ~ [t|>74 <thA>p (1.14)

olur. Bu limit, #*den bagimsiz oldugu igin, pA = 2 — o — A olmalidir. Dolayisiyla
m(t,h =0) ~ hE0=B/A - — §=A/2—a—-A)=A/p (11.15)

olur.
e Benzer sekilde, alinganlik

om —— —a—
x(t, h) ~ o~ (L2722 (R/IH), = x(t,h=0) ~ |t 22 = y=2A-2-a
(l1.16)

olarak hesaplanir.
Dolayisiyla, homojenlik varsayiminin sonuglari:

(1) Batan kritik niceliklerin Q(t, h) tekil kisimlari homojendir, ve gegisin lstiinde ve altinda
ayni Ustelleri vardir.

(2) Termodinamik tlirevler arasindaki bagintilardan dolayi, bitiin bdyle niceliklerde, ayni
aciklik tsteli A olur.

(3) Butln (hacimsel) kritik Usteller sadece iki bagimsiz Ustelden elde edilir, yani « ve A.

(4) Yukaridakinin sonucu olarak, birtakim dstel 6zdeslikler vardir. Mesela, denklemler 111.13,

.15 ve 111.16
a+280+7y=a+22-a—-A)+(2A -2+40a) =2 (Rushbrooke Ozdesligi)
B A _2A-24a v . - e
0—1= 2 a-d 'T"9a-nr "3 (Widom Ozdegligi)

(I11.17)
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oldugunu séyler.

Bu 6zdeslikler, asagidaki kritik Uistel tablosuna bakarak kontrol edilebilir. ilk Gi¢ sira, d = 3
boyuttaki bir takim kuramsal tahminlere dayanir; son sira d = 2’deki kesin bir ¢6ziimden gelir.
Ustel 6zdeslikler bu degerlerle, ve giivenilir deneysel datalarla, tamamen tutarlidirlar.

«Q I6] vy ) v n
n=1 0.11 0.32 1.24 4.9 0.63 0.04
n=2 —0.01 0.35 1.32 4.7 0.67 0.04
n=23 —0.11 0.36 1.39 4.9 0.70 0.04
n=1 0 1/8 7/4 15 1 1/4

lll.LB Bagdasiklik Uzunlugunun Iraksamasi

Homojenlik varsayimi, serbest enerji ve ondan elde edilen niceliklerle ilgilidir. Bagdasiklik
fonksiyonlari ile ilgili hicbir sey sdylemez. Kritik noktanin énemli bir 6zelligi de bagdasiklik
uzunlugunun iraksamasidir ki bu iraksayan tepki fonksiyonlarindan sorumludur, ve onlardan
cikarsanabilir. Bagdasiklik uzunlugunun iraksamasindaki v Ustelini igceren bir 6zdeslik elde et-
mek igin, serbest enerjinin homojenligi varsayimi yerine asagidaki iki kosulu koyariz:

(1) Bagdasiklik uzunlugu £’in homojen bir sekli vardir:
E(t,h) ~ [t g(h/[t]) (11.18)
(t =0igin, &, h~"» geklinde Iraksar, v, = v/A olmak Uzere.)

(2) Kritikligin yakininda, bagdasiklik uzunlugu ¢ sistemdeki en 6nemli uzunluktur, ve termod-
inamik niceliklere tekil katkilarin fek sorumlusudur.

ikinci kosul, serbest enerijinin tekil kismini belirler. In Z (¢, h) yaygin ve boyutsuz oldugu igin

InZ = (?)d X gs + <s)d X gq (M1.19)

seklinde olmalidir, burada g ve g, boyutsuz parametrelerin tekil olmayan fonksiyonlari olmak
Uzere (a uygun bir mikroskopik uzunluktur.) Serbest enerjinin tekil kismi birinci terimden gelir
ve
InZ _ y
Frekil(t: 1) ~ —5- ~ €7~ [t g (h/1t]%) (111.20)

gibi davranir. Yukaridaki sonucun basit bir yorumu, sistemi bagdasiklik uzunlugu boyutlarinda
birimlere bélerek elde edilebilir. Her bir birim bagimsiz bir rastgele degisken olarak diistnilir,
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ve kritik serbest enerjiye sabit bir katki getirir. Birimlerin sayisi (L /)% gibi bliylr, bdylece den-
klem I11.19 elde edilir.
Yukaridaki varsayimlarin sonuglari:

(1) fiekilin homojenligi dogal olarak gikar
(2) Ek bir Ustel baginti elde ederiz:

2—a=dv (Joshephson Ozdesligi) (1n.21)

Genellestiriimis homojenlik varsayimindan elde edilen 6zdeslikler, uzayin d boyutunu icerir
ve Ustiin dlgcekleme bagintilari olarak bilinirler. « ve v arasindaki baginti, yukaridaki tabloda
verilen Ustellerle tutarhdir. Ancak, d > 4’'de gegerli olan semer noktasi degerleriyle, a = 0 ve
v = 1/2, uyugsmazlar. Dolayisiyla, kritik davranigin herhangi bir teorisi, bu bagintinin disuk
enerjideki gecerliligini, ve d > 4’de bozulmasini aciklamalidir.

Il.C Kritik Bagdasiklik Fonksiyonlari ve Oz-Benzerlik

Simdiye kadar agiklanmayan bir Ustel, kritiklikteki bagdasiklik fonksiyonlarinin azalmasini
tanimlayan n’dir. Tam kritik noktada, bagdasiklik uzunlugu sonsuzdur, ve bagdasiklik fonksiy-
onunun azalmasini sinirlayan herhangi bir baska uzunluk olgitl yoktur (6rnedin boyutu
disinda). Dolayisiyla, bitliin bagdagsikliklar, mesafenin kuvveti seklinde azalir. Bir 6nceki
boélimde tartisildidi gibi, miknatislanma bagdasikliklar

Grom (%) = (m(x)m(0)) — (m)? ~ 1/|x|*~+" (11.22)

seklinde azalir. Benzer sekilde, enerji-enerji bagdasikliklarinin azalmasi icin de bir n’ Usteli
tanimlayabiliriz:

Gp(x) = (HX)H(0)) — (H)* ~ 1/|x|* 7 (I1.23)

Kritiklikten uzakta, kuvvet yasalari |x| > & mesafelerinde kesilirler. Tepki fonksiyonlari,
baglantilh bagdasiklik fonksiyonlarinin integrali alinarak elde edilebilecegi igin, ek (stel 6zdes-
likler vardir, mesela (Fisher Ozdesligi):

g € dd{I) — —v(2—
o~ [ a0 ~ | e ~ET T = =@y (24)

Benzer sekilde, 1s1 sigasi igin
d., e ¢ d'x 2—n' —v(2—n") /
Cm/deEE(x)N/ng ~ ] L = a=@2—q)w (.25

Daha 6nceki gibi, iki bagimsiz Gstel, bitln tekil kritik davraniglari tanimlamak igin yeterlidir.
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Bu dlcekleme fikrinin énemli bir sonucu, kritik sistemin ek olarak bir genisleme simetrisi
olmasidir. Olcegin herhangi bir degisimi altinda, kritik bagdasiklik fonksiyonlari

Grritik(AX) = N Grpirin (%) (11.26)

gibi davranirlar. Bu, dOlcek degismezligi veya é6z-benzerlik anlamina gelir: eger kritik sis-
temin herhangi bir fotografi A\ kadar biyutllirse, kontrast farki disinda () ile ¢arpma),
elde edilen fotograf, orijinaline istatistiksel olarak benzer. Bdyle istatistiksel 6z-benzerlik,
fraktal geometrinin ayirici 6zelligidir. Mandelbrot tarafindan belirtildigi tzere, dogadaki pek
¢ok sekil (bulutlar, sahil gizgileri, nehir yataklari, vb) bdyle bir davranis sergiler. Landau-
Ginzburg olasihgi, ddnme degismezligi gibi yerel simetriler kullanilarak olusturulmustu. Eger,
sinirlamalara, genisleme simetrisini de eklersek, elde edilen olasilik gercekten kritik noktayi
tanimlayabilir. Ne yazik ki, bdyle bir sartin etkin Hamiltoniyen’i nasil etkileyecegini dogrudan
gormek mimkin degildir. Bir dikkate de@er istisna d = 2'dedir, ki burada genigleme simetrisi
konformal degismezlik anlamina gelir, ve konformal degismez teoriler kurarak pek ¢ok bilgiye
ulasabiliriz. Bunun yerine, genigleme isleminin etkin enerjiye etkisini takip edecegimiz daha az
dogrudan bir islem tavsiye edecegiz: renormalizasyon gurubu islemi.
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