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istatistiksel Mekanik l%'( Ders Notlari

lll.D Renormalizasyon Grubu (Kavramsal)

Olgeklenme kuraminin, degisik Ustel dzdeslikleri dogru olarak ©6ngdrmesi, kritik nokta
yakininda, bagdasiklik uzunlugunun ¢ tek 6nemli uzunluk Olge@i oldugu ve mikroskopik
uzunluklarin 6nemsiz oldugu varsayimini destekler. Kritik davranisg, ¢ élgcegine kadar 6z benzer
salinimlar tarafindan belirlenir. Oz-benzerlik, tabi ki sadece istatistikseldir, su bakimdan ki
bir miknatislanma konfiglirasyonu W mi[x]] oc exp{—FH[mi(x)]} agirhigiyla yaratilir. Kadanoff,
salinimlarin 6z benzerliginden faydalanip, © < ¢ uzunluk olceklerindeki bagdasik serbest-
lik derecelerinden yavasca kurtulmayi Onermigtir, ki sonunda gérece basit, birbirleri ile
bagdasiksiz ¢ dlcegindeki serbestlik dereceleri kalsin. Bu renormalizasyon gurubu (RG) denen
bir islem sonucunda gercgeklesir, ki kavramsal temelleri bu bélimde agiklanan (¢ adimda
gerceklesir.

(1) Kabalastirma: Sistemde, ni(x)’in degisebilecegi, agik¢a belirtimeyen bir kisa a uzunluk
Olgegi vardir. Bu, spin modellerinde ag araldi, veya Landau-Ginzburg Hamiltoniyen’indeki
kabalastirma 6lgegidir. Sistemin dijital bir resminde, a pixel boyutuna karsilik gelir. RG'deki ilk
adim, sistemin ¢6zinGrliginG, bu en kiglk dlgedi ba (b > 1) yaparak azaltmaktir. O zaman,
kabalastiriimis miknatishk

1

m;(x) = X dx'm;(x') (1.27)

/x merkezli hiicre
olarak verilir.

(2) Yeniden Olcekle: Gozunirlikteki degisimden dolayi kabalastiriimis ‘resim, aslina oranla
daha kumludur. «a’nin ilk ¢ézUnGrliGgand, bitin uzunluk odlgeklerini b garpani ile azaltirsak
yeniden elde edebiliriz, yani

_ Xeski
Xyeni = —o2N. (11.28)

(2) Renormalize et: Yeniden olgeklenmis miknatislanma profilindeki salinimlarin degisimleri
genelde ilk olandan farkhdir, yani resimlerin kontrastlari farkhidir. Bu, kontrasti ¢ ¢arpani ile
degistirerek diizeltilebilir, renormalize edilmis bir miknatislanma tanimlayarak:

1
n(Xyani) = —— d'm;(x' 111.29
m(xyem) Chd /bxyeni merkezli hiicre © () ( )

Bu adimlari takip ederek, her 7iggi(x) konfigurasyonu igin, renormalize edilmis bir
myeni(x) konfiglirasyonu yaratinz.  Denklem 111.29, bir kiime rastgele degiskenden bir
bagkasina egleme olarak dugtnultnebilinir, ve Wb[myeni(x)} = exp{—ﬁHb[myeni(x)}} olasilik
dagihmini, yada agirligini olusturmak igin kullanilabilinir. Kadanoff'un igglidUsi, £'dan kisa
uzunluk o6lgeklerinde, renormalize edilmis konfiglrasyonlarin, ilk konfiglirasyonlara benzer
oldugu, dagihmlarini belirleyen Hamiltoniyen’in 5H, da asil Hamiltoniyen’e benzer olacagiydi.
Ozel olarak, asil Hamiltoniyen, iki parametreyi ¢ ve h, sifira ayarlayarak kritik yapilabilir, ki bu
noktada, baskin dagilimlar, yeniden &lgeklenmis sisteminkilerle benzerler; dolayisiyla, kritik
Hamiltoniyen, bu tarz yeniden élgceklenme altinda degismezdir. Asil problemde, sonlu ¢t ve
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h icin, kritiklikten uzaklagilir. Kadanoff’'un varsayimi, karsilik gelen yeni Hamiltoniyen’in de
sifirdan farkli tycn; Ve hyeni ile tasvir edilmesidir.

Asil ve renormalize edilmis Hamiltoniyen’in kritiklik civarinda iki ¢ ve h parametresi
tarafindan tasvir edilecedi kabulu incelemeyi basitlestiri. ~ RG dénlstimlerinin olasilik
dagiimlar Gzerindeki etkisi, simdi, tyeni = to(teskis heski) V€ hyeni = hi(teskiy Reski) iKi
parametreli eslestirmeleri ile tasvir edilir. Bir sonraki varsayim, dénisim sadece en kisa
mesafelerdeki degisimler icerdigi icin, herhangi bir tekillige yol acamamasidir. Renormalize
edilmig parametreler, asil parametrelerin analitik bir fonksiyonu olmali, ve bu sebepten

(111.30)

ty(t,h) = AD)t+ B(b)h+ -
hy(t,h) = C(b)t+ D(b)h+ -

seklinde acilabilir. Yukaridaki Taylor agiliminda, sabit terimin olmadigina dikkat edin. Bu, eger
BH kritiklik noktasinda ise (t = h = 0), 8H; 'nin de kritiklik noktasinda tyen; = hyens = 0 0lmasi
gerektigini ifade eder. Ayrica, donme simetrisinden dolayi, birlestirilmis (m(z) — —m(x), h —
—h, t — t) donGsUmU altinda, herhangi bir konfiglirasyonun agirhgi degismez. Bu simetri RG
tarafindan korundugu igin, yukaridaki ifadede B ve C sifir olmali, ki bunun sonucunda daha da
sadelestirip

{ ty(t,h) = AD)t+--- (111.31)

ho(t,h) = D(B)h+---

elde ederiz. Geri kalan katsayilar A(b) ve D(b), (belirsiz) 6lgekleme garpani b’'ye baghdir, ve
basit olarak b = 1 igin A(1) = D(1) = 1. Yukaridaki dénlsumler arka arkaya yapilabilecegi
icin, b1 ve by ile Olgeklenmelerin net etkisi, Olgegi b1b, ile degistirmektir, RG islemi bazen
yari-grup olarak adlandinlir. Bu terim, RG'nin, konfiglirasyon uzayindaki etkisi ile ilgilidir:
her miknatislanma profili, tek olarak, daha blyUk 6lgekteki bir baskasi ile eslestirilir, ancak
ters islem tek degildir, ¢iinkli kabalastirma sirasinda, bazi kisa élgek bilgileri kaybolmustur.
(Aslinda, dondsimi Hamiltoniyen’in parametrelerinin uzayinda tersine cevirmekle ilgili bir
problem yoktur.) Denklemler 111.31'deki A ve B’nin bye baglhgi, bu gurup O6zelliginden
bulunabilir. b = 1'de A = D = 1 ve t(b1by) ~ A(b1)A(b2)t =~ A(b1b2)t oldugu igin, A(b) = b¥
olmalidir ve benzer sekilde D(b) = b¥» olmalirdir, bdylece

— — Yt
{ f=t = i+ (111.32)

W =hy, = bhh+--

olur. Eger SH.sx; kritiklikten biraz uzaktaysa, blylk ancak sonlu bir bagdasiklik uzunlugu ile
tasvir edilir £.4;. RG dénlsiminden sonra, denklem 111.28'deki yeniden élceklemeden dolay!,
yeni bagdasiklik uzunlugu, b carpani kadar klgiktir. Dolayislyla, renormalize edilmis Hamil-
toniyen, daha az kritiktir, ve RG iglemi, parametreleri orijinden uzaklastirir, yeni y, ve y;, Ustelleri
pozitiftir.

e Simdi, denklem [11.32’ye giden varsayimlarin bazi sonuglarini arastirabiliriz.

1. Serbest Enerji RG ddnisumleri birden fazla asil konfiglirasyonlari, tek yenilerine eglestiren
doéndstmlerdir. Yeni konfiglirasyonlarin agirhgi, W’([m/]), eski konfiglirasyonlarin agirliklarinin
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(W[m]) toplamina esittir, b6lisim fonksiyonu korunur, yani
Z = /DmW([m]) _ /Dm’W’([m’]) _7 (111.33)
Dolayisiyla, In Z = In Z’ ve karsilik gelen serbest enerjiler
VFt,h) =V'F{H K) (11.34)
seklinde iligkilidirler. d-boyutta, élgeklenmis hacim b? garpani kadar kigiktir ve
f(t,h) = b4 f (Yt bVt h), (11.35)

burada iki serbest enerjinin de ayni Hamiltoniyen'den elde edildigini ve ¢ ve h parametrelerinin
denklem I11.32’ye gbre degistigini varsaydik. Denklem II.35, ¢ ve h'nin homojen bir fonksiy-
onunu tanimlar. Bu, yeniden élcekleme garpani b'yi b¥t bir sabit olacak sekilde secildiginde,
mesela bir, yani b = t /¥ daha agik olur:

Ft, h) = 4 f(1, hJtun/ve) = 1409t g o (b 1on/ut) (11.36)
Boylece, denklem lll.4'deki élcekleme formunu yeniden elde etmis olduk, ve Ustelleri

2—a=d/yy , A=uyn/y (M.37)

olarak belirleyebiliriz.
2. BagdasikliBagdasiklik RG doénlsimleri sirasinda, bitin uzunluk birimleri b carpani ile
kacaltdlar. Bu bagdasiklik uzunlugu icin de gecerlidir, dolayisiyla

E(t, h) = bE(BYet, bY h) = t~YUeg(1, bt/ V) ~ 7 (11.38)

Buradan, v = 1/y,; olarak belirleyebiliriz, ve denklem I1.37’yi kullanarak, tstindlgekleme
6zdesligini, 2 — a = dv yeniden buluruz.

3. Miknatislanma: Serbest enerjinin homojen formundan (denklem 111.36), miknatislanma gibi
diger hacimsel nicelikleri elde edebiliriz. Alternatif olarak, Z, V' ve h i¢in RG sonuglarindan,
dogrudan

190mZz({th) 1 omZ'(tK)
Vv oh VT b OR

m(t,h) = — = b= dm(bYet, bY" h) (111.39)

elde ederiz.

Dolayisiyla, agiktir ki, genel olarak, herhangi bir X niceliginin tekil kismi, homojen bir forma
sahiptir:

X(t,h) = bYX X (b¥t, b9 h). (111.40)

Herhangi eslenik degisken giftleri igin, Hamiltoniyen’e [ d?xF'- X olarak katki veren, igeklenme
boyutlari yx = yr — d olarak iligkilidirler, burada RG sonucunda F’ = b¥F F.
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lllLE Renormalizasyon Gurubu (Formal)

Bir 6nceki bélimde, her kritik davranigin denklem 111.32'deki tekrarlama bagintilarindan elde
edilebilecegini belirtmistik. Kavramsal olarak cazip olsada, formal olarak bdyle bir islemin nasil
yapilacadi net degildir. Ozellikle, iki Hamiltoniyenin formlari niye ayni olmak zorunda, ve niye
iki t ve h parametresi donusimu tanimlamak igin yeterlidir? Bu bdlimde, seyreltme igleminin
Hamiltoniyen’e etkisini belirleyebilecegimiz daha formal bir siirecten bahsedecegiz. Programin
farkli adimlari séyledir:

(1) Simetrilerin izin verdigi en genel Hamiltoniyen’den basla. Mesela, dénme simetrisinin
varliginda

BH = /ddx BmQ Sumt b om 4 %(Vm)Q + g(v%)2 o (111.41)
Béyle bir simetriye sahip belirli bir sistem, (sonsuz boyutlu) parametre uzayindaki bir nokta
olarak belirlenebilir S = (t,u,v,---, K, L,---).
(2)Konfigirasyon uzayinda, renormalizasyonun ¢ adimini da uygula: (i) b ile kabalastir; (ii)
yeniden olgekle, x’ = x/b; ve (iii) Renormalize et, m’ = m/{. Bu, bir degisken degistirme
tanimlar:

1

_ d
¢b? Jb boyutunda, bx’ merkezli bir hiicre

m/(x) m(x) (11.42)
Orijinal konfiglirasyonlar igin verilen P[m(x)] « exp(—fH[m(x)]) olasiliklariyla, yukaridaki
degisken degistirmeyi kullanarak, yeni konfigiirasyon igin, karsilik gelen P’'[m/(x’)] olasiliklarini
olusturabiliriz. Dogal olarak, bu programdaki en zor adim budur.

(3) RG igleminde, dénme simetrisi korundugu icin, élceklenmis Hamiltoniyen de denklem
I1l.41°deki parametre uzayindaki bir nokta ile belirlenebilir, yani

BH'[m/(x')] = In Pm(x)]

= fo+ /ddx’ {ng +u'm* +u'mC K%(VW)2 + %,(VQm)Q + -] . (111.43)
Renormalize edilmis parametreler, asil parametrelerin bir fonksiyonudur, yani ¢’ = t,(¢,u, - -);
u' = uy(t,u,---), vb., ve parametre uzayinda bir S’ = R,S eslesmesi tanimlar.
(4) Ry islemi, seyreltmenin, sistemin Hamiltoniyeni Gzerindeki etkisini tanimlar. Dolayisiyla, is-
tatistiksel olarak 6z-benzer konfiglirasyonlari tasvir eden Hamiltoniyenler, S* sabit noktalarna
karsilik gelirler, 6yle ki, :,5* = S*. Bagdasiklik uzunlugu, Hamiltoniyen’in parametrelerinin bir
fonksiyonu, RG etkisinde b kadar azaldigi icin (yani £(S) = b&(RS)), sabit noktada, ya sifir ya
da sonsuz olmalidir. £* = 0 olan sabit noktalar, her noktada birbirinden bagimsiz dalgalan-
malarin oldugu ve tamamen dlzensiz (sonsuz sicaklik) ya da tamamen diizenli (sifir sicaklik)
sistemlere karsilik gelir. £* = oo olan sabit noktalar kritik noktayi (7' = T.) tanimlarlar.
(5) Denklem II1.32, parametre uzayi 2 boyutlu olan basitlestiriimis bir durumu temsil eder.
t = h = 0 noktas! sabit noktadir, ve bu denklemlerdeki en disik mertebeden terimler, bu
nokta civarindaki davranigi belirlerle. Genel olarak, bir sabit noktanin kararlihgini, tekrarlama

41 www.acikders.org.tr



istatistiksel Mekanik l%( Ders Notlari

bagintilarini civarinda dogrusallastirarak inceleyebiliriz: RG altinda, bir S* + 65 noktasi,

_ 05,

S+ 085, = St + (R)agdSs+ -, burada  (RE)ap = o>
aSﬁ S*

(I11.44)

noktasina donuslr. Simdi, (RL),.s noktasini kdsegenlestirerek, O; Gzvektdrlerini, ve kargilik
gelen \(b); 6z-degerlerini elde ederiz. Gurup 6zelliginden dolayi?

RERLO; = Ab)N1):0; = RE,0; = A\00)O; (111.45)
A(1); = 1 kosuluyla beraber, yukaridaki denklem
A(b); = b¥ (111.486)

oldugu anlamina gelir.

O; vektorlerine, S* sabit noktasinin dlgeklenme ydnleri denir, ve karsilik gelen y;’ler anomal
boyutlardir. Sabit bir noktanin civarindaki herhangi bir Hamiltoniyen, S = S* + 3, ¢;O; noktasi
ile belirlenir. Renormalize edilmis Hamiltoniyenin etkilesme parametreleri S = S* + Y, ¢:b% O;
noktasi ile belirlenir. Asagidaki terimler, 6z vektorleri siniflandirmak igin kullanilir:

e y; > 0ise, g;, 6lceklenme altinda artar, ve O; énemli operatérdir.
e y; < 0ise, g; 6lceklenme altinda azalir, ve O; 6nemsiz operatérdr.

e y; = 0 ise, g; sinirdaki operatérdlr, ve davranisinin belirlenebilmesi i¢in, daha ylksek
mertebeden terimler gereklidir.

Onemsiz operatdrlerin yarattigi alt uzay, sabit S* noktasinin ¢ekim havzasidir. ¢, RG
altindan her zaman igin azaldigi igin, ve £(S*) = oo oldugu igin, S*’In ¢ekim havzasindaki
herhangi bir noktada da ¢ sonsuzdur. S* yakinlarindaki herhangi bir nokta igin, bagdasiklik
uzunlugu

§(91, 92, ) = b§(DY g1, "% g2, - - ) (11.47)

denklemini saglar. Yeterince blylk bir b icin, dnemsiz biitliin operatérler, sifira giderler. Bun-
dan dolay, ¢'in éncll tekilligi, geriye kalan énemli operatérler tarafindan belirlenir. Ozellikle,
operatdrler azalan boyut sirasiyla isaretlendiyse, b'yi b¥g; = 1 olacak sekilde segebiliriz. Bu
durumda, denklem 111.47

Eg1.92.+) = gy "V Flga /) (I11.48)

anlamina gelir. Dolayisiyla, £'in iraksamasi igin bir Ustel 1 = 1/y1, ve g,'larla iligkilendirilmis
Ay = yo/y1 agIklik Ustellerini elde ettik.

2RLRE = RE, = RERE gurup 6zelligi, farkl b'lere kargilik gelen, dogrusallastirnimig matrislerin de
yer degistirebildigini gosterir. Dolayisiyla, ayni anda kdsegenlestirilebilirler, bu da {O;} 6zdegerlerinin
b'den bagimsiz oldugu anlamina gelir.
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S* sabit noktasinin, denklem 1l1.41°deki miknatisin, sifir manyetik alandaki kritik noktasini
tasvir ettigini dislnelim. Sicaklik, veya baska bir kontrol parametresi degistikge, Hamil-
toniyen’in katsayilari degisir, ve S noktasi, parametre uzayinda bir yoriinge boyunca hareket
eder. (Kritik sicakliktaki) tek bir nokta harig, miknatisin sonlu bagdasiklik uzunlugu vardir.
Bu, eger S noktasinin yériingesi, S* noktasinin ¢ekim havzasini sadece bir noktada keserse
elde edilir. Bunu elde etmek igin, ¢ekim havzasinin ko-boyutunun bir olmasi lazimdir, yani
S* sabit noktasinin bir ve yanlizca bir 6nemli operatérinin olmasi gerekir. By, evrensellik
igin bir agiklama getirir, yani sistemin pek ¢ok mikroskopik detayi, cekim havzasini olugturan
devasa uzayl meydana getirir. Manyetik alanin varliginda, kritik noktaya ulagmak icin iki sistem
parametresinin ayarlanmasi gerekmektedir (T" = T, ve h = 0). Dolayisiyla, manyetik alan,
S*'daki ek bir 6Gnemli operattre karsilik gelir. Yeniden, diger ‘tek’ etkilegimler, {m?3,m5,---} gibi,
herhangi bir bagka énemli operatdr yaratmamalidir.

Bu bdélimde, genel hatlari agiklanan program, oldukca kesin olmakla beraber, bariz bir
kac eksiklikleri vardir: (2). adimdaki RG dénisumlerini gergekte analitik olarak nasil yapa-
biliriz? Simetri tarafindan izin verilen sonsuz sayida etkilesim vardir, dolayisiyla, parametre
uzay! S elverissiz derecede bilyiktir. Onceden, RG dénisiimlerinde sabit noktalar oldugunu;
Rpnin dogrusallastinlabilecegini; &nemli operatdrlerin birkag tane oldugunu, vb. nasil biliyoruz?
Kadanoff’'un ilk dizenlemesini takip edersek, Wilson bu adimlarin, Landau-Ginzburg modelinde
nasil yapilabilecegini gésterene kadar, bir belirsizlik dénemi vardi.
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