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8.334 istatistiksel Mekanik Il l}?’%‘ Problem Kimesi #4

Aktarma Matrisleri & Konum uzayi renormalizasyonu

Bu problem kimesi, kismen, yakin komsu etkilesimli, cesitli tek boyutlu problemi ¢cézmede
kullanilan aktarma matrisi metodunu sunmak amacindadir. Ornek olarak, N ising spinli o; =
+1, en yakin komsu K ciftlenimli, ve h manyetik alanl dogrusal zinciri diistiniin. Hesaplari
kolaylastirmak igin, zincirin kapali oldugunu varsayalim, dyleki ilk ve son spinler de giftlenmigtir
(tekrarlanan sinir kosullar):

N
—ﬂH:K(010'2+0203+--'+O'N_1UN+O'NO'1)+hZUi (1)
i=1
Karsilik gelen bélistiim fonksiyonu, bitiin durumlar Gzerinden toplanarak elde edilir, ve matris-
lerin carpimi seklinde ifade edilebilir, glinku

N
h
J = Z Z Z HeXP[KUi0i+1+2(Uz’+Uz’+1)

o1=x1o9%t1 on=*t1i=1
12 [(01|T]02) (0] T|or3) - - (o |T]on)] = iz [T] 2

burada elemanlari

(3)

b . otk oK
(0i|T|oj) = exp {Kaiaj + E(Ui + O'j)] , yani T = ( oK oK—h

olan 2 x 2'lik aktarma matrisini tanimladik. Matrisin izi icin olan ifade, T’yi kdsegenlestiren
bazda hesaplanabilir, ve bu durumda iki A\ 6zdegeri cinsinden

Z = MY 08 =2 10 /AN =AY (4)

seklinde yazilabilir. Ay > A_ oldugunu varsaydik, ve N — oo limitinde, daha blyUk olan
0zdeger, toplami belirledigi icin, serbest ener;ji

Bf=-InZ/N=—In\y ()

Karakteristik denklemi ¢6zersek, 6zdegleri

A = ef coshh + \/€2K sinh? h + e—2K (6)

olarak buluruz. Elde edilen serbest enerjinin tekillikleri (sifir sicakliktaki) hakkindaki tartismayi
sonraki bolime birakacagiz, ve onun yerine, h = 0 limitindeki ortalamalara ve bagdasikliklara
bakacagiz.

i konumundaki spinin ortalamasini hesaplamak icin, hesaplamamiz gereken

N
(0i) = % o> Y oi[[exp(Kojoji)

o1=1102==%1 ony==%1 7=1

%iz [(o1|T|o2) - - - {oi-1|T|o3)0i(0i|T|oit1) - - - (o [T |o1)]

1 www.acikders.org.tr
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- %iz Tifl&zTN*i“} = %iz {TN&Z} (7)

burada, izin igindeki matrislerin yerini degistirdik, ve 6, = ( (1) 01 ) her zamanki 2 x 2 Pauli

matrisidir. Denklem 7’deki ifadeyi hesaplamanin bir yolu, T" matrisinin kdsegenel oldugu bir
1
1 -1

; Y Y
=0 ) (o) =2 (0 7 ) @

elde edilir. Bu dontsim altinda, &, Pauli matrisinin 6, = ( (1) 0 ) matrisine dondigune dikkat

baza dénmektir. ~ = 0 igin, bu, lniter U = % < ) matrisi ile elde edilir ve

edin.

Sifir alanda miknatisligin yok olmasi, tabi ki, simetriden dolayi bekleniyordu. Daha ilging bir
nicelik, iki spin bagdasiklik fonksiyonudur

(0i0iqr) = - Z Z Z O'ZO'H_rHeXp (Kojojt1)

0'1 =+1o09==%1 on=%1

- Elz [T“l&zT’"&ZTN’“’"“} = Elz [&ZT’"&ZTN’T} 9)

Bir kere daha, T"nin kdsegenel oldugu baza dénmek, izi kolaylastirir

1. 0 1 N0 0 1 D AR
s < 3R{(13)(E 2)(2) (0 )

_ Ll (M0 AT AT
B 0 AV ) AV AN

(10)

Tekrarlanan sinir kosulundan dolayi, yukaridaki sonucun r» — (N — r) altinda degismez
olduguna dikkat edin. N > r limitiyle ilgileniyoruz, ki bu durumda

(0i0i4r) = </\_> = 7/¢ (11)
Ay
olur, burada bagdasiklk uzunlugu
Ay B 1
&= {ln ()\_> " Intanh K (12)

Yukaridaki aktarma matrisi yaklasimi, herhangi bir tek boyutlu, {s;} degiskenli, ve en yakin
komsu etkilesimli zincire genellestirilebilir. Bolisim fonksiyonu

Z = Zexp

{s:}

N
ZB Sis Si+1 ] = Z HeB(si’sH‘l) (13)

i+1 {si}i=1
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olarak yazilabilir, burada
(si|T|s;) = eBls0:53) (14)

elemanli aktarma matrisi T’yi tanimladik. Tekrarlanan sinir kosullari durumunda,

Z=lz|T [ } /\en biylk (15)

elde ederiz. N — oo durumunda, izin en biyik 6zdegeri tarafindan belirlendigine dikkat edi-
niz. Oldukga genel olarak, aktarma matrisinin en blyUk degeri serbest enerjiyle ilgiliyken,
bagdasma uzunlugu 6zdegerlerin oranindan elde edilir. Frobenius’un kurami, pozitif elemanh
herhangi bir sonlu matrisin, en biyik 6zdegerin yoz olmadigini soyler. Bu, Agn piyik Ve Z'nin
B’deki parametrelerin analitik bir fonksiyonu oldugunu, ve tek boyutlu modellerin, sadece sifir
sicaklikta (bazi matris elemanlari sonsuz oldugunda) bir tekilligi olabilecedi (ve dolayisiyla faz
gecisi) anlamina gelir.

Yukaridaki ifade, kesikli {s;} degiskenleri dilinde yapilandiriimis olsa da, takip eden prob-
lemlerde gosterildigi gibi, ydntem siirekli degiskenlere de uygulanabilir. ikincisinin bir érnegi
olarak, Heisenberg model Hamiltoniyeni

N
—BH =K §-5in (16)
i=1

ile Gg bilesenli birim 5; = (s¥,s?,s?) spinlerini diglnelim. Batln spin dizilimleri Gzerinden

19919 °%

toplarsak, boligiim fonksiyonu

. N o oo . J— o - o .
Z =iz M limi 5Finn g K52 Ko Ss (KNS 7N (17)

olarak yazilabilir, burada (5, |T'|5,) = e€51'%2 aktarma fonksiyonudur. Oldukga genel olarak, T"yi
> o Aala)(a| (Dirac gosterimi) kdsegenel sekline getirmek isteriz, dyle ki

(51|T52) ZA (81]a){c|52) Z)\oefa 52) (18)
Kuantum mekanigindeki diizlem dalgalarin incelenmesinden, skalar garpimin Ustelinin kiiresel
harmoniklar Y;,, cinsinden yazilabilecegini hatirlayabilirsiniz. Ozel olarak
L. 00 )4
PR = NN Amil(—ik) Y, (51) Yim (52) (19)

(=0 m=—¢

tam olarak denklem 18 geklindedir, ki buradan 6zdegerleri Ay, (k) = 4mi’j(—ik), ki m’ye bagli
degqildir, olarak okuyabiliriz. B6ligtiim fonksiyonu, simdi

[eS) y4 )
Z=lzr™ =>" 3" A =)0+ DA =AY (20)
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8.334 istatistiksel Mekanik Il l}?’%‘ Problem Kimesi #4

olarak verilir, burada \yg = 47jo(—ik) = 4nsinh K /K en blylk 6zdegerdir. Bir sonraki en blyUk
6zdeger, 3 katl yozlagmistir, ve A\; = 47j;(—ik) = 47 [cosh K/K — sinh K/K?] olarak verilir.

1. Spin-1 modeli: Her konumundaki spinin U¢ deger s; = —1, 0, + 1 alabildigi dogrusal bir
zincir distnelim. Spinler

—BH Y Ksisip

Hamiltoniyeni ile etkilegsinler.

(a) (s|T|s') = eX**" aktarma matrisini agik¢a yazin.

(b) Simetri 6zelliklerini kullanarak, 7’nin en blylk 6zdegerini bulunuz, ve buradan konum
basina serbest enerjiyi (In Z/N) elde edin.

(c) Bagdasma uzunlugu ¢ icin bir ifade elde edin, ve K — oo iken davranigina dikkat edin.

(d) Yukandaki zinciri kirrma ugratarak renormalizasyon gurubu uygularsak, ek etkilesimlerin
yaratildigini gértiriiz. GH icin, parametre uzayi RG altinda kapali olan en basit genellestirmeyi
yazin.

*kkkkkkk

2. Saat Modeli: AgQ Uzerindeki her konumda, temelinde ¢ modulli 6teleme simetrisi olan ¢
degerli s; = 1,2,---, ¢ spinleri vardir, yani sistem, s; — (s; + 7)mod q altinda degismez. Bu
simetriye sahip, en yakin komsu etkilesimli en genel Hamiltoniyen

BHs == > J(si— 5jlmodaq)
<i,j>
burada J(n) herhangi bir fonksiyondur, mesela J(n) = Jcos(27n/q). Potts modelleri, Saat
modellerinin, tam yerdedistirme simetrisine sabip dzel bir durumudur, ve ising modeli ¢ = 2
limitinde elde edilir.
(a) Yukaridaki Hamiltoniyene tabi olan, IV saat spininden olusmus kapal bir zincir igin, bolisim
fonksiyonunu Z = iz [exp(—8H)],

Z =z [(s1|T|s2)(s2|T|s2) - - - (s|T|51)]

olarak yazilabilir, burada T = (s;|T’|s;) = exp [J(s; — s;)], ¢ x ¢’luk aktarma matrisidir.

(b) Aktarma matrisini agik¢a yazin, ve kdsegenlestirin. ninci derece sekiler denklemi ¢ézmeniz
gerekmedigine dikkat edin; ¢lnki 6teleme simetrisinden dolayi, 6ézdegerler kesikli Fourier
donusimu ile

27rink}

Ak) = nZ:lexp [j(n) + .

olarak kolayca elde edilebilir.
() N — oo iken Z = 37_, A(k)™ ~ A(0)" oldugunu gosterin. Konum basina serbest enerji
Bf = —1InZ/N igin bir ifade yazin.
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(d) Bagdasiklik fonksiyonunun
1~ P,
Goiisive) = 7 ;::1 iz [, 711, T

burada II, projeksiyon matrisidir, ifadesinden elde edilebilecegini gdsteriniz. Buradan,
(Osi,s040)c ~ [A(1)/A(0)]° oldugunu gdsterin. (Oranti sabitini acikca hesaplamaniz gerekmez.)

*hkkkkkkk

3. XY modeli: Tek boyutta, iki bilegenli, —gH = KZf\Ll 8; - 811 Hamiltoniyeni ile etkilesen, iki
bilesenli birim spinleri 5; = (cos 6;, sin ;) distndn.

(a) (9|T|¢") aktarma matrisini yazin, ve tamsayi m igin, f,.(0) o " 6zdegerleri ile kdsegen-
lestirilebilecegini gbsterin.

(b) Konum basina serbest enerjiyi hesaplayin, ve isi sigasinin T o« K~ — 0 igin davranigini
yorumlayin.

(c) Bagdagma uzunlugunu ¢ bulun, ve K — oo igin davranisina dikkat edin.

*kkkkkkk

4. (Secmeli) Tek boyutlu gaz: Aktarma matrisi yéntemi, bu problemde anlatildigi gibi, kisa
erimli etkilesimleri olan, tek boyutlu pargacik gazina da uygulanabilir.

(a) Etkilesimleri daha uzaktaki komsulardan perdeleyen sert cekirdekli bir potansiyel i¢in, N
parcacigin Hamiltoniyeninin

N2

H=S"2

N
LTS NCEE
=1 =2

oldugunu gosterin. (Ayirt edilemez) pargaciklar, {x;} koordinatlari ile isaretlenmistir, dyle ki

0<z<ap<--<ay<L

burada L, pargaciklari kapsayan kutunun uzunlugudur.

(b) Z(T, N, L) bélistim fonksiyonu igin ifadeyi yazin. Degiskenleri 6, = 1,02 = z9—x1, - -y =
xn — xny_1 olarak degistirin, ve integral bolgelerini ve kosullari belirtin.

(c) Laplace dénisimu sonucu elde edilen Gibbs bdliisim fonksiyonunu disinin

Z(T,N,P) = /0 ~ exp(—BPL)Z(T, N, L)

ve integrali edilen ifadenin ug¢ noktalarini bularak, P’nin kanonik topluluktaki standart formdlinu
bulun.

(d) Degiskenleri L'den 6y, = L — SV, 6;’ye degistirin, ve Z(T, N, P) igin, her §; izerinden tek
boyutlu integrallerin ¢arpimi cinsinden bir ifade bulun.

(e) Sabit bir basingta P, ortalama uzunluk L(T, N, P) ve yogunluk n = N/L(T, N, P) igin bir
ifade bulun (basitge yorumlanabilecek integrallerin oranlarini igeren).
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(e) bélumiindeki n (T, P) igin ifade, herhangi bir potansiyel tercihi igin strekli ve tekilliksizdir,
gercekten, tek boyutlu gaz icin yogusma gegcisi yoktur. Karsit olarak, yaklasik van der Waals
denklemi (yada ortalama alan yontemi), yanhs bir sekilde, bdyle bir gecgis dngorir
(f) Pargaciklar arasi en kisa mesafenin a oldugu, sert kiire gazi igin, P(7',n) durum denklem-
ini hesaplayin. Dislanmig hacim ¢arpanini, dnceki problemlerde elde edilen yaklasik sonugla
kiyaslayin, ve genel B (T) viriyal katsatisini elde edin.

*kkkkkkk

5. Potts zinciri (RG): N Potts spininden s; = 1,2,---,q olusan ve —3H = J 3}, s, s,,, Hamil-
toniyenine tabi tek boyutlu bir dizi distntn

(a) Aktarma matrisi yontemini kullanarak (veya baska sekilde), bolisim fonksiyonunu Z, ve
bagdasiklik uzunlugunu ¢ hesaplayin.

(b) Antiferromanyetik giftlenimler igin J < 0, sistem sifir sicaklikta kritik midir?

(c) Her iki spinden birini kaldirarak, renormalizasyon gurubu (RG) yéntemini elde edin. J
ciftlenimi igin, ve eklemeli g sabiti i¢in yineleme bagintilarini yazin.

(d) Sabit noktalari, ve kararhliklarini tartigin.

(e) In Z igin olan ifadeyi, arka arkaya 6lgeklemedeki eklemeli sabitler cinsinden yazin.

(f) Yineleme bagintilarinin, ¢t(J) = e~'/¢()) cinsinden yazildiginda sadelestigini gdsteriniz.

(9) (fydeki sonucu kullanarak, (e)'deki seriyi ¢ cinsinden ifade edin. Cevabin,

> 1 1+t
Z2n+1 ln(l—ﬂ” = —1In(1 —1¢)

n=0
sonucunu kullanarak, (a)'da elde edilene indirgenebilecegini gdsterin.

(h) (c) bélumindeki RG hesabini, simetriyi kiran kiiglk A 3", d, 1 terimini —gH Hamiltoniyenine
ekleyerek tekrarlayin. Ek bir K}, d;,105,.,,1 Giftlenim teriminin RG altinda yaratildigini bula-
caksiniz. (J, K, h) U¢ parametre uzayinda yineleme bagintilarini hesaplayin.

(i) Manyetik 6zdegerleri J — oo olan sifir sicaklik sabit noktasinda hesaplayin, ve sifir noktasi
yakininda bagdasiklik uzunlugunu elde edin.

*kkkkkkk

6. Kiime RG: Altigen agda, en yakin komsu etkilesimi J olan ising spinlerini diistiniin.

(a) Konumlari, b = 2 olan konum uzayi renormalizasyonuna hazirlik olarak, doértli kiimelere
guruplayin.

(b) Gogunluk kurali, her kiimenin spinini tanimlamak igin nasil degistirilebilir?

(c) Merkez konumun, esitlik bozucu olarak secildigi bir semada, belirli bir kime spini i¢in, bitln
olasi konum spinlerinin bir tablosunu olugturun.

(d) Bir cift komsu kimeye odaklanin. Kime ici ve kimeler arasi baglarin, toplam enerjiye
katkisini belirtin.

(e) Sifir manyetik alanda, paralel ve anti-paralel kiimelerin Boltzmann agirliklarinin

R(+,4+)=a® + 225 + 72 + 142? + 17+ 14z 2 + 727 4 227F
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ve
R(+,—) = 92" + 162% + 13 + 1622 + 9274 4 278

oldugunu gdsterin, burada = = .

(f) Elde edilen J'(J) yineleme bagintisi igin bir ifade bulun.

(9) Kritik ferromanyetik ¢iftlenimini J. ve bu RG semasindan elde edilen v Ustelini tahmin edin.
(h) Manyetik ve termal Ustellerinin (y, y:), sifir sicaklik ferromanyetik sabit noktadaki degerleri
nedir?

(i) Yukaridaki sema, anti-ferromanyetik etkilesimler igin de uygulanabilir mi? Bu déntsim, ilk
problemin hangi simetrisine uymaz?

*hkkkkkkk

7. (Secmeli) Gecis olasiligi matrisi: K ciftlenimli iki ising spininden olusan bir sistemi diistiniin,
dolayisiyla dért farkli durumda olabilir.

(a) Metropolis algoritmasi igin, tek bir spinin yén degistirmesine karsilik gelen 4 x 4’l0k gecis
matrisini acikga yazin. Denge agirliklarinin, gercekten de bu matrisin sol 6zvektérine karsilik
geldigini gosterin.

(b) Yukaridaki alistirmayi, hem tek spinin hem iki spinin yon degistirmesine izin verildigi du-
rumda tekrarlayin. iki tirl(i hareket, p ve ¢ = 1 — p olasiliklar! ile rastgele segilir.

*hkkkkkkk
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