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8.334 istatistiksel Mekanik Il &%« Test 1
Tekrar Problemleri

Test, ‘kapali kitaptir, ancak isterseniz, tek-tarafli formil sayfasi getirebilirsiniz. Bu sayfanin
amaci, 6nemli formil ve denklemleri hatirlatmaktir, ve buradaki cevaplarin kisa yazimi degildir.
Bu ayricalik kétlye kullanilirsa, ilerideki sinavlarda geri alinacaktir. Test, tamamen asagidaki
sorularin bir alt kimesinden olusacaktir. Dolayisiyla bu sorularla yakinsaniz ve rahatsaniz,
herhangi bir stirpriz olmayacak!
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1.lkili alagim: Ikili bir alasim (8 piring alagimi gibi), N4 tane A tipi atomdan, ve Np tane B
tipi atomdan olugmaktadir. Atomlar basit kiibik bir ag olusturmaktadirlar, her biri alti en yakin
komsusuyla etkilesgir. Benzer atomlar A — A ve B — B arasinda ¢ekici bir enerji —J (J > 0),
ama A — B cifti i¢in itici bir enerji +.J varsayin.

(a) En disik enerijili dizilim, veya sistemin sifir sicakliktaki durumu, nedir?

(b) Atomlarin N konum’da rastgele dagildiklarini varsayarsak, yani her konum bagimsiz olarak
pa = N4/N ve pp = Np/N olasiliklaryla doldurulmustur, toplam etkilesme enerjisini tahmin
edin.

(c) Ayni yakinlastirmayla, karisim entropisini tahmin edin. N4, Nz > 1 oldugunu varsayin

(d) Yukaridakini kullanarak, serbest enerji fonksiyonunu F(x) elde edin, burada =z =
(Ng — Np)/N. F(x)'i z’de dérdiinci mertebeye kadar agin, ve F’in i¢ bikeylik kosulunun, bir
T, kritik sicaklik altinda gegersiz oldugunu gdésterin. Bu problemin kalaninda, (d)'de elde edilen
acilimi, tam F'(z) yerine kullanin

e) Flx)iT > 1T, T = T, ve T < T, igin kabataslak ¢izin. 7" < T, i¢in, F(x)’in i¢ blkey
olmadigi bir karisim bdlgesi = < |z, (T")| vardir, ve sonug olarak karigim yerel olarak karasizdir.
zgp(T")'yi bulun.

(f) Alagim, bilegimleri +z4.(7) olan A zengin ve B zengin fazlara ayrisarak serbest enerjisini
genel olarak minimize eder, burada z4.(T"), F(z)'in en kiglk degerini aldigi noktadir. x4.(T)’yi
bulun.

(9) (T, z) duzleminde, +x4.(T) faz ayirim sinirini kabataslak ¢izin; ve spinodal gizgi denen
+x,,(T)’yi. (Spinodal gizgi, yari istikrarlihigin ve histerisis etkilerinin baglamasini isaret eder.)
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2. Miknatislanmanin Ising Modeli: Bazen bir elektronun kristaldeki yerel gevresi, spinini belli
bir ag yénlne paralel veya anti paralel olmaya zorlar. Bbyle modellerdeki bir miknatislanma
modeli olarak, spinin yiiniinii tek bir degiskenle o; = +1 (bir Ising spini) ile gdsterecegiz. {o;}
diziliminin enerjisi

1N
H= 3 Z Jijoi0; —hZO’i ;

ij=1

ile verilir, burada h harici bir manyetik alan, ve J;; ise i ve j konumlarindaki spinlerin etkilesme
enerjisidir.
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(@) N spin igin, blyUk bir yaklastirma yapaca@iz ve butin spinler igin etkilesmenin ayni
oldugunu varsayacagiz,ve J;; = —J/N (6zdes komgu modeli). Simdi enerjinin, miknatislanma
m = o ,0;/N = M/N ile E(M,h) = —N [Jm?/2 + hm]| olarak yazilabilecegini gdsterin.

(b) Bélusim fonksiyonunun, Z(h,T') = Z{Ui}exp(—ﬁH), problem (1)’'dekine benzer bir sekilde
kolayca hesaplanabilen bir F'(m,h) cinsinden, Z = >,,exp[—(F(m,n)] seklinde yeniden
yazilabilecegini gosteriniz. Problemin geri kalaninda sadece F'(m, h)’in m’de 4’tncl mertebeya
kadar acgilimini kullanin.

(c) Semer noktasi integrali ile, gercek serbest enerjinin, F(h,T) = —kT'InZ(h,T),
F(h,T) = min[F(m,h)],, olarak verildigini gbsterin. Semer noktasi ydéntemi ne zaman
gecerlidir? F(m, h)'nin analitik ama 7" < 7. igin i¢ bukey olmayan bir fonksiyonken gercek
serbest enerji F'(h,T)’nin icblkey ancak en kii¢tk degerini almaktan dolay! analitik olmayan
bir fonksiyon olduguna dikkat edin.

(d) » = 0 icin, daha dusik sicakliklarda kendinden miknatislanmanin ortaya c¢iktigi kritik
sicakligi T, bulun; ve dislk sicaklik fazinda m(7") miknatislanmayi hesaplayin.

(e) Tepki fonksiyonlarinin tekil (analitik olmayan) davraniglarini hesaplayin

_OE om

C=— = —
T lheo” 0 X7 Ol s
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3. Ag-Gazi Modeli: Asagidaki Hamiltoniyene tabi parcaciklardan olusan gazi diigliniin:

2

=
pi 1 L.
H= ; om T2 ;V(n' —7;), V hacmiiginde

(a) BlyUk bélisim fonksiyonunun

o) N N
1 [efr 3 - B S
2w (xa) J T ariew {‘2 2V - W]
N=0 =1 2,7

[1]

olarak yazilabilecegini gosteriniz.

(b) V hacmi, hacmi a® olan N = V/a? kisma boliinmUstir, dyle ki a aralidi, her a hiicresi ya bos
ya da tek bir pargacik tarafindan doldurulabilecek kadar kiguk segilmistir; yani hiicre doluluk
sayisl n,, 0 veya 1 ile sinirlanmistir (o = 1, 2, ---, N). [ d3F integrallerini a? Z{,\f:l toplamlari
ile yaklastirdiktan sonra,

(1]

{na=0,1}

Brig3\ 2oa e N
~~ Z (6 )\Sa ) exp [—g Z nangV(f’a - 775)]

oldugunu gdsterin.
(c) no = (1+ 04)/2 alarak, ve potansiyeli V(7, — 73) = —J/N olarak yaklastirarak, bu modelin
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problem (2)'de incelenen ile 6zdes oldugunu gésterin. Bu, mikemmel olmayan gazin davranisi
ile ilgili ne séyler?
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4. Yiizey Aktif Madde Yogusmasi: N tane ylzey aktif molekdl, suyun yiizeyinde A alanina
eklenmigtir. Tabi olduklari Hamiltoniyen

N ]39 1
H = a2 - V(T — 75
; m + 9 ; (Tz T])

olarak verilir, burada 7; ve p;, 7inci pargacigin konum ve momentumunu gdésteren iki boyutlu
vektorlerdir.
(@) Z(N,T, A) bélusim fonksiyonunun ifadesini, 7; ve p; Uzerinden integraller cinsinden yazin,
ve momentumlar Gzerinden integralleri alin.

Parcaciklar arasi potansiyel V(7), || < a araliklar igin sonsuz ve |7] > a igin gekicidir, dyle
ki [>°27rdrV(r) = —ug
(b) N parcacik sisteminin konum faz uzayinda mevcut, diglanmamis toplam alani tahmin edin.
(c) Sistemin toplam potansiyel enerjisini, yogunlugunun n = N/A dlizgiin oldugunu varsayarak,
tahmin edin. Bir 6nceki kisimda izin verilen butin dizilimler igin bu potansiyeli kullanarak, Z
icin bir yaklastirma yaziniz.
(d) Ylzey aktif maddelerin olmadigi durumda, suyun yiizey gerilimi, yaklagik olarak sicakliktan
bagimsiz olarak, oo'dir. YUzey aktif maddelerin oldugu durumda, o(n,T’) ylzey gerilimini
hesaplayiniz.
(e) Belli bir sicakligin altinda, 7., o igin ifadenin acik¢a yanls oldugunu gésteriniz. Duslk
sicakliklarda ne oldugunu diiginiyorsunuz?
(f) Is1 sigalarini, C'4, hesaplayiniz ve ylizey aktif maddeden kaynakli C, igin, agik¢a hesapla-
madan, bir ifade yaziniz.
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5. Uclincii derece degismezler: Diizen parametresi m, siireksiz olarak sifira giderse, faz
gecisinin birinci derece (slreksiz) oldugu sdylenir. Sikga rastlanilan bir érnek, simetrilerin,
Landau serbest enerjisinde G¢lncu derece bir terimi dislamadigr durumda goralir:

OH = /ddx {I;(Vm)z + %mz +em3 +umt| (K, ¢, u>0)
(@) Semer noktas! yaklasiminda, dizgin m igin, degisik ¢t degerlerinde, ¥(m) enerji
yodunlugunu cizerek, ¢ azaltiirken, pozitif bir ¢ degerinde, m # 0’a slreksiz bir atlama
oldugunu gosterin.

(b) Gegiste, m ve t’nin saglamasi gereken iki kosulu da yazarak, m ve ¢ igin ¢o6zln.

(c) Bagdasiklik uzunlugunun &, W(m)'in en klglk dederindeki yuvarlakigina K¢=2 =
0%V /Om?| 4. seklinde bagh oldugunu hatirlayin. £'i, #'nin fonksiyonu olarak gizin.
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6. Ucli Kritik Nokta: Ek bir parametreyi ayarlayarak, ikinci derece bir gegcis, birinci derece
yapilabilir. ki tiir gegisi birbirinden ayiran nokta (iclii kritik nokta olarak bilinir, ve Landau-
Ginzburg Hamiltoniyenini inceleyerek arastirilabilinir

BH = /ddx {I;(me + %m2 + um* + vm® — hm
burada u pozitif de olabilir negatif de. « > 0 i¢gin, kararlihgi saglamak igin pozitif bir v gereklidir.
(@) ¥(m) enerji yogunlugunu, cesitli ¢t degerlerinde, kabataslak cizerek, semer noktasi
yaklagiminda, u < 0 ve h = 0’da birinci derece bir gegis oldugunu gdsterin.
(b) Bu gegiste t'yi ve m’deki silreksizligi hesaplayin.
() h = 0vewv > 0igin, (u,t) dizleminde faz sinirini, fazlar ve faz gecislerinin derecesini
belirleyerek, gizin.
(d) u = t = 0 6zel noktasi, ki birinci ve ikinci derece faz gegislerini ayirir, bir gl kritik noktadir.
u = 0 igin, miknatislanma, alinganlik ve isi sigasindaki tekillikleri kontrol eden G¢lU kritik
Ustelleri 3, 6, v ve o'yl hesaplayiniz. (Hatirlatma: C o t~%; m(h = 0) x t%; x « t77; ve
m(t = 0) o< h'/%))

*kkkkkkkk

7. Enine Alinganlik: n bilegenli bir miknatislanma alani m(x), SH Hamiltoniyenindeki
— [ dxh -mi(x) terimi ile harici bir alana, h, giftlenmistir. Eger i = 0'daki 3H, 17i(x)’in ddnmeleri
altinda degdismez ise serbest enerji yogunlugu (f = —In Z/V), sadece h’nin mutlak degerine
baglidir, yani f(h) = f(h), burada h = |h|.

(@) ma = ([ d¥xma(x))/V = —haf'(h)/h oldugunu gosteriniz.

(b) Alinganlik tensorll x5 = Omq/0hg ile f"(h),m, ve h arasinda baginti bulunuz.

(c) Enine ve boyuna alinganlklarin x. = m/h ve x, = —f"(h) olarak verildigini gdsteriniz,
burada m, m’nin genligidir.

(d) Ne zaman kendiliginden miknatislanma varsa, y.’'nin h — 0 iken iraksadigi sonucunu
cikariniz. x;’nin iraksamasi i¢in énsel herhangi bir sebep var mi?
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8. Spin dalgalari: n = 2 miknatislanmanin XY modelinde, d boyutlu bir agin her konumuna bir
birim vektor 5 = (sg,sy) (s2 + 52 = 1) yerlestirilmistir. En yakin komsularin spinlerini paralel
tutmaya calisan bir etkilesim vardir, yani

_5H:KZ§Z"§J‘
<ij>

Hamiltoniyeni. < ij > gOsterimi siklikla butlin en yakin komsu giftleri (i, j) Uzerinden toplami
gostermek icin kullanilir.
(@ Z = [Il;dsiexp(—pH) bélusim fonksiyonunu, {s;} spinleri ile herhangi bir eksen
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arasindaki {0;} acilar Gzerinden integral olarak yeniden yazin.

(b) Duslk sicakliklarda (K > 1), {0;} acilan konumdan konuma yavasca degisirler. Bu
durumda, —H’i, {0;}'de ikinci derece bir terim elde etmek igin agin.

(c) d = 1 igin, tekrarlanan sinir kosullu L konum (yani kapal bir zincir olusturuyorlar) digtnadn.
ikinci dereceden ifadeyi kdsegenlestiren normal modlari 6, (Fourier donugimi kullanarak) ve
karsilik gelen 6zdegerleri K(q) bulun.

(d) Bir 6nceki kisimdaki sonuglari, d boyutlu, tekrarlanan sinir kosullu basit kibik aga
genellegtirin.

(e) Bu modlarin serbest enerjiye ve isi sigasina katkilarini hesaplayin. (Klasik boélisim
fonksiyonunu hesaplayin, yani modlari kuantize etmeyin.)

(f) (50 - 5x) = Rlexp [i0x — i0]) i¢in bir ifadeyi, farkh Fourier modlarinin katkilarini ekleyerek
bulun. Kendinizi |x| — 0 iken, sadece q — 0 olan modlarin kayda deger katkilar verdigine ikna
edin, ve bundan asimptotik limiti hesaplayin.

(9) Enine alinganh@i x. o« [dx(5, - 5x). ifadesinden hesaplayin. Sistem boyutu L'ye nasil
baghdir?

(h) d = 2de, x.'nin sadece K’'nin belirli bir kritik degerden, K. = 1/(4x), buylk olmasi
durumunda iraksadigini gésteriniz.
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9. Kilcal Dalgalar: d boyutta, makul dizeyde diz bir ylzey, h yUksekligi ile, geri kalan d — 1
tane koordinatin x = (z1,---,z4-1) fonksiyonu olarak tarif edilebilir. Genellestirilmis alanin
A = [d¥'x\/1+ (Vh)? seklinde yazilabilecegine kendinizi ikna ediniz. o ylzey gerilimi ile,
Hamiltoniyen basitce H = oA olur.

(a) Yeterince disik sicakliklarda, h’'nin sadece yavas degisimleri vardir. Enerjiyi ikinci dereceye
kadar acgin, ve bolisuim fonksiyonunu yol integrali olarak yazin.

(b) Ikinci dereceden Hamiltoniyeni, normal modlari {hq} (kilcal dalgalar) cinsinden
kosegenlestirmek igin, Fourier dontdsimunad kullanin.

(c) Bu Goldstone modlari igin hangi simetri kirllmasi sorumludur?

(d) Yilkseklik-ytikseklik bagdasikliklarini hesaplayin {(h(x) — h(x'))?)

(e) (d)ydeki sonucu d = 4, 3, 2 ve 1'de yorumlayin

(f) Vh igin tipik degerleri tahmin ederek, A’nin agilimindaki daha yiksek mertebeden terimlerin
ihmal edilmesinin hakli olup olmadigini yorumlayin.

10. Sdperiletkenlerde Ayar Salinimlari: Stperiletkenligin Landau-Ginzburg modeli
BH = /d3x B\W 4|t 4 %D#\IID/*L\I/* + g(v x A)?

Hamiltoniyenine tabi olan karmasik bir diizen parametresi ¥(x) = ¥y (x) + i¥y(x) ve elektro-
manyetik vektdr potansiyeli A(x) tasvir eder. Ayar degismez tiirev D, =0, —ieA,(x), iki alan
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arasindaki etkilesimi tanimlar. (Cooper ift parametreleri cinsinden, e = e*c/h, K = h?/2m*.)
(a) Yukaridaki Hamiltoniyenin, yerel ayar déndistmleri altinda degismez oldugunu gdsteriniz:

U(x) o U(a) exp(i6(x), Ve Au(x)— Au(x) + éaﬂe

(b) ¥(x) = ¥ ve /T(x) = 0 seklinde bir semer noktasi ¢6zimi oldugunu gdsterin, ve t > 0 ve
t < 0igin ¥'i bulun.
(c) t < 0igin,

{ U(x) = (¥+o(x))exp(if(x)),

A,(x) = au(x), Coulomb ayarinda d,a, = 0 olmak lzere

secerek, ve H’i ¢, 6, ve a cinsinden ikinci dereceye kadar acarak, salinimlarin maliyetini
hesaplayiniz.
(d) Fourier dontisiimi yapin, ve {|¢(q)|?), {|¢(q)|?) ve {|@(q)|?) beklenen degderlerini hesaplayin.

11. Ugli kritik nokta etrafinda salinimlar: Bir énceki problemde gdsterildigi gibi,

K
BH = /ddx {2(Vm)2 + %mZ + um® + vmS
Hamiltoniyeni v = 0 ve v > 0 ile, U¢lU kritik noktay! tanimlar.
(a) Semer noktasi yaklasikligini kullanarak, ¢ — 0 iken 1s1 sigasi tekilligini hesaplayin.

(b)
m(x) = (M + ¢p(x)) & + D 68 (x)ea
a=2

secgerek ve GH'i ikinci dereceye kadar acarak boylamsal ve enine salinimlarin ikisini de dahil
edin.

(c) Boylamasina ve enlemesine bagdasiklik fonksiyonlarini hesaplayin

(d) Semer noktasi serbest enerjisine, salinimlardan gelen ilk diizeltmeyi hesaplayin.

(e) Isi sigasina salinim dizeltmesini bulun.

(f) (a) ve (e) bélumlerindeki sonuclari ¢ < 0 igin kiyaslayarak, Ginzburg Kriterini, ve Uc¢li kritik
noktada ortalama-alan kuraminin gegerliligi igin Ust kritik boyutu elde edin.

(g) Genellestirilmis coklu kritik nokta, vmS5 yerine, u.,m?" yazilarak tasvir edilebilir. Basit
kuvvet saymayi kullanarak, bu ¢oklu kritik noktanin Gst kritik boyutunu bulun.
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