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8.334 istatistiksel Mekanik Ii i Test 1
Tekrar Problemleri & Coziumleri

Test, ‘kapali kitaptir, ancak isterseniz, tek-tarafli formul sayfasi getirebilirsiniz. Bu sayfanin
amaci, 6nemli formil ve denklemleri hatirlatmaktir, ve buradaki cevaplarin kisa yazimi degildir.
Bu ayricalik kétlye kullanilirsa, ilerideki sinavlarda geri alinacaktir. Test, tamamen asagidaki
sorularin bir alt kimesinden olusacaktir. Dolayisiyla bu sorularla yakinsaniz ve rahatsaniz,
herhangi bir siirpriz olmayacak!

*kkkkkkkk

1.lkili alagim: Ikili bir alasim (8 piring alagimi gibi), N4 tane A tipi atomdan, ve Ny tane B
tipi atomdan olugmaktadir. Atomlar basit kiibik bir ag olusturmaktadirlar, her biri alti en yakin
komgusuyla etkilegir. Benzer atomlar A — A ve B — B arasinda ¢ekici bir enerji —J (J > 0),
ama A — B ifti igin itici bir enerji +.J varsayin.

(a) En dasUk enerijili dizilim, veya sistemin sifir sicakliktaki durumu, nedir?

e En disik enerji diziliminin mimkin oldukga az A — B bagi vardir. Dolayisiyla, sifir sicaklikta,
A ve B fazlar ayrisir, yani asagida gosterildigi gibi

(b) Atomlarin N konum’da rastgele dagildiklarini varsayarsak, yani her konum bagimsiz olarak
pa = Na/N ve pp = Np/N olasiliklariyla doldurulmustur, toplam etkilesme enerjisini tahmin
edin.

e Karismig bir durumda, ortalama ener;ji

E = (bag sayisi) x (ortalama bag enerjisi)
= 2N (=Jph — Jph + JpapB)
N4 — Npg ) 2

= —3JN
s (Mo

ifadesinden elde edilir.
(c) Ayni yakinlagtirmayla, karisim entropisini tahmin edin. N4, Nz > 1 oldugunu varsayin
e N4 ve Np parcacgigi rastgele karistirma sayisindan, karisim entropisini

N!
S=kpln| ——
B “(NA!NB!)

olarak elde ederiz. Blylk N’ler igin, Stirling yaklasikhgini kullanirsak, (In N! ~ NIn N — N),
yukaridaki ifade

S~kp(NInN —NgInNy — NglnNp) = —Nkp(palnps + pglnpp)
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olarak yazilabilir.

(d) Yukaridakini kullanarak, serbest enerji fonksiyonunu F'(x) elde edin, burada = = (Na —
Np)/N. F(z)'i x'de dérdiinci mertebeye kadar agin, ve F'in i¢ blkeylik kosulunun, bir T kritik
sicaklik altinda gegersiz oldugunu gdésterin. Bu problemin kalaninda, (d)'de elde edilen agilimi,
tam F'(x) yerine kullanin

e r = ps — pp cinsinden, serbest ener;ji

F = E-TS
1+zx 1+ 1—=2x 1—=2x
_ 2
= 3JNx +NkBT{( > )1n< 5 )+( 5 >1n< 5 >}

olarak yazilabilir. z = 0 etrafinda, dordiinct mertebeye kadar agmak,

kT

F~—NkgTln2+ N (2 — 3J> 24 NFBT 4

12
verir. Agikga, F’nin ikinci turevi

oF

T = N(kpT —6J) + NkpTa?

T yeterince kiigUkse, negatif olur. Sicakhigin azaltinca, F' ilk defa x = 0'da ve kritik 7. = 6.J/kp
sicakliginda igblkey olur.

(e) F(x)iT>1T.,T="T.veT < T.igin kabataslak ¢izin. ' < T, i¢in, F'(x)’in i¢ bukey olmadigi
bir karigim bolgesi « < |z,(7T")| vardir, ve sonug olarak karigim yerel olarak karasizdir. z,(T")’yi
bulun.

e F(z) fonksiyonu 6%F/0x? < 0 ise igblUkeydir, yani eger

6.J

2

22
v <<kBT )

ise. Bu, T' < T, icin, asagidaki grafikte kesikli gizgi ile belirtildigi gibi,

F(x)/NJ

2 www.acikders.org.tr



8.334 istatistiksel Mekanik |1 l%" Test 1

Top(T) = ]:;JT -

ile verilen spinodal ¢izgide olur.

(f) Alasim, bilesimleri +z4.(T) olan A zengin ve B zengin fazlara ayrisarak serbest enerijisini
genel olarak minimize eder, burada z4.(7T'), F'(x)'in en ki¢lk degerini aldigi noktadir. z4.(T)’yi
bulun.

o ik tirevi dF (z)/dz = Nx {(kgT — 6J) 4+ kpTx?/3} sifira esitlemek, denge degerini

o
(T {if./ 1 T < T,icin

T > T igin

olarak verir.

(9) (T,zx) duzleminde, +x4.(T) faz ayirim sinirini kabataslak ¢izin; ve spinodal ¢izgi denen
+x,,(T)'yi. (Spinodal ¢izgi, yari istikrarlihgin ve histerisis etkilerinin baglamasini isaret eder.)

« Spinodal ve denge egrileri, yukaridaki sekilde gdsterilmistir. iki egri arasindaki bélgede, sis-
tem yerel olarak kararh fakat global olarak karasizdir. Bu sistemde, kararl bdlgelerin olusmasi
cekirdenlenmeyi gerektirir, ve gok yavastir. Kesik gizgili alan, yerel olarak kararsizdir, ve sistem
kolayca A zengin ve B zengin bdlgelere ayrilir.

*kkkkkkk

2. Miknatislanmanin Ising Modeli: Bazen bir elektronun kristaldeki yerel gevresi, spinini belli
bir ag yénlne paralel veya anti paralel olmaya zorlar. Bbyle modellerdeki bir miknatislanma
modeli olarak, spinin yliniinii tek bir degiskenle o; = +1 (bir Ising spini) ile gdsterecegiz. {o;}
diziliminin enerjisi

% Z Jijoio; —hZUz ;

ile verilir, burada & harici bir manyetik alan, ve J;; ise i ve j konumlarindaki spinlerin etkilesme
enerjisidir.

(@) N spin igin, blyUk bir yaklastirma yapacagiz ve butin spinler igin etkilesmenin ayni
oldugunu varsayacagiz,ve J;; = —J/N (6zdes komsu modeli). Simdi enerjinin, miknatislanma
m = o ,0;/N = M/N ile E(M,h) = —N [Jm?/2 + hm] olarak yazilabilecegini gosterin.

e J;j = —J/N igin, her dizilimin enerjisi, sadece m = ), 0;/N’in fonksiyonudur ve

g N N
E(M,h) = ~N Zaiaj—hZUi
iji=1 i=1

T (& N =
g o) () (S

olarak verilir.
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yari-
karal

(b) Boltisum fonksiyonunun, Z(h,T) = 3¢,y exp(—3H), problem (1)dekine benzer bir sekilde
kolayca hesaplanabilen bir F(m,h) cinsinden, Z = " ,,exp[—08F (m,n)] seklinde yeniden
yazilabilecegini gdsteriniz. Problemin geri kalaninda sadece F(m,h)’in m'de 4’incl merte-
beya kadar agilimini kullanin.

¢ Enerji sadece yukari spinlerin sayisina N bagli oldugu, ve dizilimlerine bagli olmadigi igin,

Z(h,T) = Y exp(-fH)
{oi}
N
= ) (Ny'nin sabit oldudu dizilimler) - exp [~ 8E(M, h)]
Ni=0
N
= 2

N;{=0

= Y exp[—BF(m,h)]
M

NI
N I(N = N,)!

] exp [~BE(M, h)]

|

olur. Bir 6nceki probleme benzerlikten (N4 < Ny, m < z, J/2 < 3.J)

F(m,h 1 kT
(m,h) _ —kpTIn2 — hm + =(kgT — J)ym® + “2=m* + O(m")
N 2 12
(c) Semer noktasi integrali ile, gercek serbest enerjinin, F(h,T) = —kTInZ(h,T),
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F(h,T) = min[F(m,h)],, olarak verildigini gbsterin. Semer noktasi yéntemi ne zaman
gecerlidir? F(m,h)’nin analitik ama 7' < T. igin i¢ bikey olmayan bir fonksiyonken gergek
serbest enerji F'(h,T)’nin i¢cblkey ancak en kii¢ik degerini almaktan dolay! analitik olmayan
bir fonksiyon olduguna dikkat edin.

e F'(m, h) en kiglk degerine m*(h,T)'de ulagsin, yani min [F'(m, h)],, = F(m*, h). Z’yi veren
toplamda N terim oldugundan,

exp(—BF(m*,h)) < Z < N exp(—BF (m*,h))

sinirlarini elde ederiz, veya, logaritmasini alip, —3N ile bélince

F(m*, h)

F(m*, h) n In N
N

N N

> >

F(h,T)
N

F yaygin oldugu icin, N — oo limitinde

F(m*,h) F(h,T)

N N

elde ederiz.

(d) » = 0 icin, daha dusik sicakliklarda kendinden miknatislanmanin ortaya c¢iktigi kritik
sicakligi T, bulun; ve disik sicaklik fazinda m(7") miknatislanmayi hesaplayin.

e Gercek serbest enerjinin tanimindan, miknatislanma

_1F(hT)

olarak verilir, yani

1 dF(m,h) 1 {8F(m,h)+8F(m,H)6m}
N dh N

N oh om  Oh

m= —

Dolayisiyla, eger m*da F(m,h)’in en kiglk degeri varsa, yani eger OF (m,h)/0m|,+ = 0, 0
zaman

N Ko GO —
“TN oh |, "
olur. h = 0 igin,
kT
olarak ;
T, = —
kg
ve

ksT
0 T >1T. igin

m_{ 4,3k D) T, gin
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(e) Tepki fonksiyonlarinin tekil (analitik olmayan) davraniglarini hesaplayin

C= = ve x= -
IT |p=o Oh |p=o
e Isi sigasi
o OE _ NJ dm*? _ L T <T,ise
OT =0 m=m 2 0T 0 T>T.ise

yani a = 0, bir sUreksizlige isaret eder. Alinganligi hesaplamak igin,

kT
h=(kgT — J)m—i—% m?

ifadesini kullaninz. h’ye goére tlrev alarak,

om

1= (kT — J + kBTm?)E

elde ederiz, ki bu da

1 .
_ ) T T <T,.ise
h=0

1 .
ma-ry I >T.ise

verir. Yukaridaki ifadeden, v =1ve A, /A_ = 2 elde ederiz.

*kkkkkkk

3. Ag-Gazi Modeli: Asagidaki Hamiltoniyene tabi parcaciklardan olusan gazi diigiiniin:

N
7L
2m

H = + = va — ),V hacmi iginde

=1 (2]

(a) BlyUk bélisim fonksiyonunun

N N
1 ePr 3 - B o o
N (p) / [ &riexp [‘2 Zij Viri = W]

olarak yazilabilecegini gosteriniz.
e BlUyUk bdlisiim fonksiyonu,

[e.9]

(1]

Nﬂu

® NZO v
> Bpid®r; _
- 5% / IS
N= i=1
0o Ng N
_ Nz: ‘u (H/d Di ﬁp2/2m> /Hldgri exp (_SZVU)
i= 2,
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S /Hdnexp(_m)

N=0

olarak hesaplanir, burada A\~! = /2xmkgT /I dir.

(b) V hacmi, hacmi a® olan N = V/a? kisma boliinmustdr, dyle ki a araligi, her o hiicresi ya bos
ya da tek bir pargacik tarafindan doldurulabilecek kadar kugtk segilmistir; yani hicre doluluk
sayisl n,, 0 veya 1 ile sinirlanmistir (o = 1, 2, ---, ). [ d3F integrallerini a° Z —, toplamlari
ile yaklastirdiktan sonra,

B3\ 2oa o N
=R (6 )\Sa ) exp |—= Z nangV (o — 73)
{na_o 1} C!,BZI

oldugunu gosterin.

N

H ;i exp ( Z%) ~ a3NZexp {— Znangv — ’rg)} N!

i=1

burada Uslu toplam, sabit N'de {n, = 0, 1} dizilimleri Gzerindendir, ve

N
N = Z Na
a=1
oldugu igin
- ePra? 2o e N S
Ex > ()\3 ) exp —g > nangV(fa — )
{no=0,1} a,f=1
elde ederiz.

(€) no = (1 + 04)/2 alarak, ve potansiyeli V(7, — 73) = —J/N olarak yaklastirarak, bu modelin
problem (2)’'de incelenen ile 6zdes oldugunu gdésterin. Bu, mikemmel olmayan gazin davranisi
ile ilgili ne soyler?

eng = (14+04)/2ve V(iy —73) = —J/N ile,

== ¥ exp{<5ﬂ+3lni>é(lzaa> Z <1+aa)(1+206>}

olur. m =Y, 00/N, b =3 (M +3Ing+ %) ve J' = .J/4 alarak, blyik béligiim fonksiyonu

E=sabit Y exp{NB(Jm?/2+nm)}

{n.=0,1}

olarak yazilir. Dolayisiyla, ag-gazinin faz diyagrami, problem 2'deki ising modelinin faz diya-
grami ile eslestirilebilir. Ozellikle, »’ = 0 olacak bir kimyasal potansiyelde, y, kritik 7, = J/4kp
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sicakliginda, sirekli bir “yogusma” gegisi vardir. (
m= Zaa//\f = Z(Qna ~1)/N =2a%p -1

olduguna dikkat edin, burada p = N/V gazin yogunlugudur.)

e Bu (i¢ sistemin, agikga birbirine esit olmasi, hepsinin ayni (ising) Hamiltoniyeni ile
eslesmesindendir.  Ancak, birbirleri ile bu kadar kolay eslestirilemeyen sistemlerin kritik
davraniglari arasinda, Evrensellik prensibinden dolayi, daha ince bir esitlik varir.

*hkkkkkkk

4. Yiizey Aktif Madde Yogusmasi: N tane ylzey aktif molekdl, suyun yiizeyinde A alanina
eklenmigtir. Tabi olduklari Hamiltoniyen

Nﬁ2
=3y L VI

olarak verilir, burada 7; ve p;, 7inci pargacigin konum ve momentumunu gdésteren iki boyutlu
vektorlerdir.

(@) Z(N, T, A) bélusim fonksiyonunun ifadesini, 7; ve p; Uzerinden integraller cinsinden yazin,
ve momentumlar Gzerinden integralleri alin.

e Boliisum fonksiyonu, Boltzman agirhgini, faz uzayi Gzerinden integralleyerek elde edilir:

H'L—]_dpld qZ N sz — —
20vt4) = [BEEE o Xp | =82, 5, ~ALVIE D)

1<j

burada 5 = 1/(kgT). Momentumler tzerinden integraller Gaussiyandir, ve

Z(N,T, A) N' yo /Hdz%exp {—ﬁZv ]

verir, burada herzamanki gibi A = h/\/2mmkgT termal dalgaboyunu gosterir.

Pargaciklar arasi potansiyel V(7), |¥] < a araliklari igin sonsuz ve |7] > a i¢in ¢ekicidir, dyle ki
[.° 2mrdrV(r) = —ug

(b) N pargacik sisteminin konum faz uzayinda mevcut, diglanmamis toplam alani tahmin edin.
e Dislanmis alanlarla, pargaciklarin bitiin faz uzayini tahmin etmek igin, onlar sisteme
birer birer ekleriz. ki, bitlin A alanini kaplayabilirken, ikincisi sadece A — 2Qlik bir alani
arastirabilir, burada Q@ = 7wa?. Ug pargacik etkilerini ihmal ederek, (yani seyreklik limitinde),
dgunci parcaciga agik alan (A — 2Q)'dir ve benzer sekilde n'inci pargacik igin (A — n)’dir.
Dolayisiyla, bagl diglanmis alan, bu limitte

AA—Q)(A-29)---(A— (N -1)Q) ~ (A - NQ/2)N

olur, burada son yaklasiklik, m ve (N —m) terimlerini esleyerek, ve garpimlarina Q2 mertebesin-
deki katkilari inmal ederek elde edilmigtir.
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(c) Sistemin toplam potansiyel enerjisini, yogunlugunun n = N/A diizgtin oldugunu varsayarak,
tahmin edin. Bir 6nceki kisimda izin verilen batin dizilimler i¢in bu potansiyeli kullanarak, Z igin
bir yaklastirma yaziniz.

e Diizgiinn = N/A yogunlugu varsayarak, gekici potansiyel enerji, U,

1 I 1 ool . . .
U =3 > Veek. (@ — Tj) = 5/d27“1d27"2n(7"1)”(7"2)vgek. (7 — 72)
i,J

’I’l2 2 —
~ ?A/d Veek (M) = =5 0
olarak tahmin edilir. Onceki sonuglari birlestirince

1 1

Z(N,T, 4) ~ 75 53x

A—NQ/2)N exp lﬁuON2]

2A

elde edilir.

(d) Ylzey aktif maddelerin olmadigi durumda, suyun yiizey gerilimi, yaklagik olarak sicaklktan
bagimsiz olarak, oo'dir. Ylzey aktif maddelerin oldugu durumda, o(n,T’) ylzey gerilimini
hesaplayiniz.

e Ylzey alanini degistirirken yapilan is dW = odA oldugu igin, dFF = —TdS + ocdA + pdN
olur, burada F = —kpT In Z serbest enerjidir. Buradan, ylzey aktif maddenin, filmin ylzey

gerilimine katkisi
- NkBT ’U,ON2

olnZz n
ry  A-NQ/2 242

0A

Og —

olur, ki bu bilinen van der Waals denkleminin iki boyutlu bir gegitlemesidir. Yzey aktif maddenin
olmadigi durumdaki (sabit) katkiyi da ekleyince,

olnZz
o0z

_ NkpT +u0N2
ry  A-NQ/2 242

on,T) =09 —

elde edilir.

(e) Belli bir sicakligin altinda, 7., o igin ifadenin agik¢a yanlis oldugunu gésteriniz. DusUk
sicakliklarda ne oldugunu distiniyorsunuz?

e Termodinamik kararhlik igin, dc0A > 0, olmasi lazim, yani o her sicaklikta, sicaklik ile
beraber monoton artan bir fonksiyon olmalidir. o, ’deki ilk terimin belirleyici oldugu ylksek
sicakliklarda, bu gecerlidir, ancak gekici etkilesimden gelen terim énemli olmaya basladigi
disuk sicakliklarda, artik gegerli degildir. Kritik sicaklik, her zamanki kosullardan dos/0A =
0%05/0A% = 0 elde edilir, yani

0o _ NkpT _ u0N2 =0
9A |7 T TA-NQ2Z A5 T
8%0, ___ __2NkpT + 3ugN2 _ 0
0A2 T - (A—NQ/2)2 AL T
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denklemlerinden. iki denklem de A, = 3NQ/2 igin,

. 8u0
T 2TkpQ

sicakliginda saglanir. Van der Waals gazinda oldugu gibi, 7.'nin altinda, yiizey aktif madde,
yUksek yogunluklu (sivi) ve disik yogunluklu (gaz) fazlarina ayrilir.
(f) Is1 sigalarini, C'4, hesaplayiniz ve ylizey aktif maddeden kaynakli C, igin, agik¢a hesapla-
madan, bir ifade yaziniz.
¢ Ylzey aktif maddenin filmin enerjisine katkisi

0lnZz kT  wuyN?

_ 9N x TBL
B * 79 24

E,=—

olarak verilir. ilk terim, yiizey aktif maddenin kinetik enerjisinden kaynaklanirken, ikincisi (orta-
lama alan) ¢ekimlerinden ortaya ¢ikar. O zaman, 1si sigalari

dQ OF
Ca=Gr|, = ar|, =~ Vke
ve
o _dQ| _9E| o4
c=arl,” ar|, 7 arl,

olarak hesaplanir.

*hkkkkkkk

5. Uglincti derece dedismezler: Diizen parametresi m, slireksiz olarak sifira giderse, faz
gecisinin birinci derece (slreksiz) oldugu soylenir. Sikgca rastlanilan bir érnek, simetrilerin,
Landau serbest enerjisinde t¢linct derece bir terimi digslamadigi durumda goralir:

BH = /ddx V;(me + %m2 +em® +umt| (K, ¢, u>0)
(a) Semer noktasi yaklasiminda, dizgin m igin, degisik ¢ degerlerinde, ¥(m) enerji
yogunlugunu cizerek, ¢ azaltiirken, pozitif bir ¢ degerinde, m # 0’a slreksiz bir atlama
oldugunu gosterin.

e Cebirsel islemleri kolaylastirmak igin, dizgin m igin, ¥(m) enerji yogunlugunu, yeniden
Olgeklenmis "

me = —m
c

niceligi cinsinden yazalhm. Bu yolla, ¢ ve u sabit parametrelerinden kurtularak denerji yogunlugu
icin
1
W, (m,) = itrmg +md +my
ifadesini elde ederiz, burada
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olarak tanimladik. ¥,’in u¢ degerini bulmak igin, m,’ye gore birinci tlrevini sifira esitleriz, yani

dv,.(m,)

am. my(t, + 3m, +4m?) = 0

Bu denklemin ilging olmayan ¢6zimQ m; = 0dir. Ancak eger ¢, < 9/16 ise, tirev m} =
(-3 + /9 —16t,)/8'de de yok olur. ¢, > 0 oldugu slrece, m}, ¥, (m,) noktasinin en disik
degerini aldigi noktadir. Ek olarak, eger ¢, < 9/16 ise, ¥,.(m,)’In bir bagka en kugik degerini
aldigi nokta

. 3+.9-16t,

m, = — 3

dedir, ve iki en kiiclk degeri arasinda,

. —3+9—16t,
m, =
8

noktasinda, en buyUk degerini alir.
Eslik eden sekil, ¥,.(m,.)"in farkl ¢, degerleri igin davranisini géstermektedir.

—

. t, > 9/16 i¢in, m} = 0’da sadece tek bir noktada en kiguk degerini alr

2. 0 <t < t, < 9/16 igin, iki noktada en kuglk degerini alir, ancak ¥,.(m*) > ¥,.(0) = 0
olur.

3. 0 < t, =t igin, U,.(m*) = ¥(0) =0
4. 0 <ty <t igin, ¥,(m}) < ¥,.(0) =0

Sireksiz gecis, m! < 0'daki yerel en kiguk deger, mutlak en kugik deger oldugunda olur. m,
icin m} = 0’'dan m} = m,’a karsilik gelen bir atlama vardir, burada m, = m}(t, = t,).
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(b) Gegiste, m ve t’nin saglamasi gereken iki kosulu da yazarak, m ve ¢ igin ¢ozln.
e 1, Ve t,’1 belirlemek igin,

av,(m,)

dm,

-0, ve W, (m,)=U,(0)=0

denklemlerini beraber cézmemiz gerekir. Iiging olmayan m? = 0 ¢dzimiini disarida birakirsak

tr+3m, +4m?2 = 0
% +m,+m2 = 0
denklemlerinden, ¢, = —m, = 1/2 elde ederiz, veya orijinal birimler cinsinden
t ¢ ve 1m ¢
= — m = ——
2u’ 2u

(c) Bagdasiklik uzunlugunun ¢, ¥(m)in en kiglk dederindeki yuvarlakhgina K¢—2 =
0?W /Om?| 4. seklinde badh oldugunu hatirlayin. ¢'i, 'nin fonksiyonu olarak gizin.

Benzer sekilde m = mq. denge degeri, orijinal birimler cinsinden

0 t>t= g igin
Mde = cy BHV/9-16ut/c? ¢
—(3) 8 <

icin
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Bagdasiklik uzunlugu &, ¥(m)’in dengedeki en klg¢ilk degerinin yuvarlakligi ile

9*v
K2 = 53| = l+6emae+ 12um?,
Mde
seklinde iligkilidir, ki bu
1/2 _
(%) / eder t>1t ise
§= 12 o
(—m> eger t<t ise

ifadesine esittir. (Son ifadeyi elde etmek icin, d¥(m)/dm|;,=m,, = 0 sonucunu kullandik.) Bu-
rada £’in ¢’nin fonksiyonu olarak ¢izimi verilmistir. Bagdasiklik uzunlugunun &, sireksiz faz
gecisinde sonlu olduguna ve

V2Ku

C

Sen buyik — @) =
en blyulk degerine ulastigina dikkat edin.

*kkkkkkkk

6. Uclii Kritik Nokta: Ek bir parametreyi ayarlayarak, ikinci derece bir gegis, birinci derece
yapilabilir. ki tir gegcisi birbirinden ayiran nokta (gl kritik nokta olarak bilinir, ve Landau-
Ginzburg Hamiltoniyenini inceleyerek arastirilabilinir

BH = /ddx V;(me + %mQ +um? +vm® — hm

burada u pozitif de olabilir negatif de. v > 0 igin, kararlihgi saglamak igin pozitif bir v gereklidir.
(@) ¥(m) enerji yogunlugunu, cesitli ¢ degerlerinde, kabataslak cizerek, semer noktasi
yaklasiminda, u < 0 ve h = 0’da birinci derece bir gegis oldugunu gdsterin.
e h = 01 dislinlrsek, diizgin m igin, ¥(m) enerji yogunlugu

U(m) = %mQ + um® + vm©
olarak verilir. Bir dnceki problemde oldugu gibi, ¥'in u¢ degerlerini bulmak igin, m’ye goére ilk
threvleri sifira esitleyelim. Yeniden, ¢t > 0 oldugu sirece, ¥(m), m* = 0’'da en klgilk degerine
ulasir. Ancak tlrev, bazi kosullari saglandidi slrece, bagka noktalarda da sifir degerini alr.
Onlar bulmak igin, takip eden denklemi ¢gézmemiz lazim:

t + 4um? + 6um* = 0

ki buradan
2 u |, VAu? — 6to
m =-——+ ——
v 6v
elde ederiz. Dolayisiyla, gergek ve pozitif gozimleri
202

u<0, ve t<—
3v
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kosullari saglanirsa elde ederiz. Bu kosullar saglanirsa, eslik eden sekilde gésterildigi
gibi,»»(m)’in baska iki en kuiglk degerine

o |ul  VAu? — 6to
m-=_—+——
3v 6v

noktalarinda ve iki en bliylk degerine

noktalarinda ulasir.

C
é

U (m) fonksiyonunun farkli davranislari asagidaki gibidir:

1. t > 2u?/3V igin, sadece m* = 0 noktasinda tek en kiigiik de@eri vardir.

2. 0 <t<t<2u?/3vigin, Ug noktada en kiiglk degeri vardir, ancak ¥(+m*) > ¥(0) = 0
3. 0<t=tigin, ¥(£m*)=T(0)=0

4. 0 <t <t, U(Em*) <¥0)=0

Dolayisiyla, u < 0 ve t = #(u) igin siireksiz bir faz gegisi vardir.
(b) Bu geciste t'yi ve m’deki slireksizligi hesaplayin.
e t ve m = m*(t = t)’yi hesaplamak igin, yeniden

d¥(m)

o5 =0, ve T(m?) =v(0)=0

14 www.acikders.org.tr
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denklemlerini veya 6zdes olan

%+2um2+30m4 = 0
%+um2+vm4 = 0

denklemlerini beraber cézmemiz gerekmektedir, buradan

U _2 U |ul

20’ Ty T 2w
elde ederiz.
() h =0ve v > 0igin, (u,t) dizleminde faz sinirini, fazlari ve faz gecislerinin derecesini be-
lirleyerek, gizin.
e (u,t) diizleminde, v < 0 igin ¢t = u?/2v gizgisi, birinci derece faz gegcisi sinindir. Ek olarak,
u > 0i¢in ¢ = 0 cizgisi, eslik eden sekilde godsterildigi gibi, ikinci derece faz gegis sinirini
tanimlar.
(d) w =t = 0 6zel noktasi, ki birinci ve ikinci derece faz gegislerini ayirir, bir dgld kritik noktadir.
v = 0 igin, miknatislanma, alinganlik ve 1s1 sigasindaki tekillikleri kontrol eden Ggli kritik
ustelleri 3, 6, v ve o'yl hesaplayiniz. (Hatirlatma: C « t=%; m(h = 0) B x o< t77; ve
m(t = 0) oc h1/9))
e u = 0icgin, a, B, v ve ¢ Ucli kritik Gstellerini hesaplayalim. « ve 3’yI hesaplayabilmek igin,

h = 0 aliriz, bdylece
t

U(m) = §m2 + vm®
Dolayisiyla,
ov _ 4
ifadesinden
~ 0 t>t=0 icin
m =
(—&)1/4 t<0 igin

elde ederiz, ki buradan .
m(h = 0) o tP, B=7 ile

elde edilir. Karslilik gelen serbest enerii,
W(m) ~m® oc (—t)3/2

seklinde olgeklenir. o Ugll kritik Usteli, C ~ (02U /9T?)|,—o.7 1S sigasinin analitik olmayan
davranisini karakterize eder, ve t < (T' — T¢) oldugu icin

R 1

2
ot h=0.m 2

C ~

0 O¢lU kritik Gstelini hesaplamak igin ¢t = 0 alirken, h # 0 aliriz, bdylece

U(m) = vm® — hm
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I
birinci derece
. SINIr
-
£
L]
* /
.
”
.,
‘0“ dizensiz
*s faz
*
*
*
-
*
-
*
.Q
Q’.
I.‘.
dizenli ..~.
faz ‘ ‘ .
|
Ogli kritik ikinci derece
nokta SINIr
Dolayisiyla
ov
om |,
ifadesinden

moch?, §=5 ile
Son olarak, h # 0 ve t # 0 igin,

v
OV _ 4 6om® — h=0
om |z,

bdylece alinganlik

_Om

X= on

h=0

olarak élgeklenir, yani v+ = 1 Ustelleri ile.

*kkkkkkk

o [t|™', hem t<0 hem t>0

7. Enine Alinganlik: n bilesenli bir miknatislanma alani 7i(x), SH Hamiltoniyenindeki
— [ ddxh -m(x) terimi ile harici bir alana, &, giftlenmistir. E§er h = 0'daki 8H, i(x)’in ddnmeleri
altinda degismez ise serbest enerji yogunlugu (f = —1In Z/V), sadece i’nin mutlak degerine

baghdir, yani (k) = f(h), burada h = |A|.

16
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(@) ma = ([ d¥%xmq(x))/V = —hof'(h)/h oldugunu gosteriniz.

e Manyetik is, manyetik alan ve miknatislanma yogunlugunun carpimidir, ve (Gibbs) kanonik
toplulugundaki Gstel agirhgin argimani olarak ortaya ¢ikar. Dolayisiyla, (Gibbs) bolisim
fonksiyonunun h,’ya goére tirevlerini alarak, miknatislanmay1 “ortalamanin iginde” “asagi”
indirebiliriz:

Mo = % </ddacma(x)> - ‘1/fDm(x) (f dd:n’ma(xf)> o—BH

fDm(x)e‘ﬁH
111 0 B 1 9 af
_ 11975 o 9 g =
VZaon, ) PmXe 3V oha ~ Ohy

Diger bakimlardan dénme simetrisi olan bir sistem igin, (Gibbs) serbest enerjisi sadece h’nin

genligine baghdir, ve
oh _ O+v/hghg _ }2(5(15}15 _ h

Oha Oho  2/hghs h

_ o _ & O pha
Me = "5n. = “dnon, ' h

ifadesini kullanarak,

elde ederiz.
(b) Alinganlik tensorll x5 = Oma/0hg ile f"(h),m, ve h arasinda baginti bulunuz.
e Simdi, alinganlik tenséri

_ Oma _ D (a ) Ohg 1 ah— f_iaf’
XoB = Ohg ~ ohs \_ h - ahﬁh Ml = oy
hahs\ f' hah
= —<5aﬁ_ 12 >h Bf”

olarak elde edilir. f”’ni miknatislanma cinsinden ifade edebilmek igin, (a) kisminin sonucunun
genligini alinz

m = |f'(h)] = —f'(h)
ve buradan
B (5 _hahg)m hahgdﬂ
XaB =08~ 2 ) T Th2 an
elde ederiz.
(c) Enine ve boyuna alinganliklarin x. = m/h ve x, = —f"(h) olarak verildigini gosteriniz,

burada m, m/’nin genligidir.
e (80— haohg/h?) matrisi, herhangi bir vektdriin, manyetik alan dogrultusundaki projeksiyonunu
kaldirdigi igin

o= ro-n

Xe:%

sonucunu ¢ikaririz. Alternatif olarak, koordinat sistemini h; = hé;1 (¢ = 1,-- -, d) olacak sekilde
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seceriz ve
Xo = xu = (61— 45) - M (h) = dn
hoh hah
Xe = Xxo2= (0 —%z2) 2 —22f"(h)="1
elde ederiz.

(d) Ne zaman kendiliginden miknatislanma varsa, y.’'nin h — 0 iken iraksadigi sonucunu
cikariniz. x;’nin iraksamasi icin énsel herhangi bir sebep var mi?
e lim; .o oldugu slrece, enine alinganlk & — 0 igin agikga Iraksar. Diger taraftan, boyuna
alinganhgin iraksamasi igin ise benzer bir sebep yoktur. Landau-Ginzburg modelinin semer
noktasi yaklasimindan, mesela,

tm 4+ 4dum>® +h =0

elde ederiz, ki sifir manyetik alanda, dizenli fazda (¢t < 0 igin, h = 0’da 4um? = —t oldugu igin)
o = (C”%) -
Xblh=0 = am
anlamina gelir.

NOT: Bu probleme, daha resimsel bir yaklagim, asagidaki gibidir. Hamiltoniyen, h’nin
etrafindaki donisler altinda degismez oldugu igin, m, h’ye paralel olmak zorundadir, yani

1
= (t—3t)71, yani = —

h=0

he
a — 7 h
m N o(h)

burada, ¢, manyetik alanin siddetinin bir fonksiyonudur. Basitlestirmek i¢in, h = he; alalim, e;
birim vektdr olmak Gzere, bu

m = me; = p(h)e;
oldugu anlamina gelir. Buradan, boylamsal alinganlik

omy _dm ()

X = oy hehe, dh

olarak hesaplanir. Dikine alinganhgi hesaplamak igin, dnce, sistem eger kigUk bir harici
manyetik alan tarafindan tedirgin edilirse dhes, m,’deki degisimin, simetriden dolayi, 6k > 0 ve
0h < 0 icin ayni olduguna dikkat edin, ki

my(hey + dhes) = my(hey) + O(0h?)

oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla,

3m1
gL -0
O0ha |h=he,

Daha da 6tesi, m ve h paralel oldugu igin,

ml(hel + 5he2) . mg(hel + 5h62)
h N 6h

18 www.acikders.org.tr



8.334 istatistiksel Mekanik |1 l%" Test 1

ki buradan L
ma(her + dhes) = T2 51 4 osn3)
elde edilir, ve sonugta
oms m
Xe = 57— = 7
Oh2 lh=he, h

verir.

*kkkkkkk

8. Spin dalgalari: n = 2 miknatislanmanin XY modelinde, d boyutlu bir agin her konumuna bir
birim vektor 5 = (su,s,) (s2 + sf, = 1) yerlestirilmistir. En yakin komsularin spinlerini paralel
tutmaya calisan bir etkilesim vardir, yani

—-fH =K Z 5+ 5
<ij>
Hamiltoniyeni. < ij > gOsterimi siklikla butlin en yakin komsu giftleri (i, j) Gzerinden toplami
gostermek igin kullanilir.
(@ Z = [II,ds;exp(—0H) bolisim fonksiyonunu, {s;} spinleri ile herhangi bir eksen
arasindaki {6;} agilari Gzerinden integral olarak yeniden yazin.
e Bollsim fonksiyonu

Z = /Hd2§iexp (K g‘gj) 5(5% — 1)
i (ig)

olarak verilir. 5; - §; = cos(0; — 0;) ve d*5; = ds;df;s; = db; oldugdu igin,

7 = /Hd&i exp KZCOS(Hi —05)
i (i)

elde ederiz.

(b) Dustk sicakliklarda (K > 1), {0;} agilari konumdan konuma yavasc¢a degisirler. Bu du-
rumda, —H'i, {0;}’de ikinci derece bir terim elde etmek igin agin.

e KosinuUsleri, ikinci mertebeye kadar agmak

Z = erK/Hin exp (—]2{ > (6 - Gj)z)
i (i5)
verir, burada N, baglarin toplam sayisidir. Acilimdaki daha yiiksek mertebeden terimler, blyik
K igin ihmal edilebilir, giinkd, integral |6; — 6;| ~ \/2/K tarafindan belirlenir.
(c) d = 1 igin, tekrarlanan sinir kosullu L konum (yani kapal bir zincir olusturuyorlar) digtndn.

ikinci dereceden ifadeyi kdsegenlestiren normal modlari 6, (Fourier déniisimi kullanarak) ve
karsilik gelen 6zdegerleri K(q) bulun.
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e . konumlu bir zincirde,

olmahdir, ve tekrar eden sinir kosullari igin, izin verilen ¢ degerleri sinirhdir:
L .
ej—&—L:gj, = qL = 27n, n:(),:lzl,:l:Q,...:lza ile

Tek boyutlu Hamiltoniyen 8H = 4 3°,(6; — 6;-1)%,

9]' — Gj_l = Z@(q)f;qé (1 — eiiq)

esitligini kullanarak, Fourier bilesenleri cinsinden

BH = % %: 6(9)0(¢') >_ ei(qqu)j (1—e7) (1— )

J

seklinde yazilabilir. 3 eilatd)i — Lo, o 6zdesligini kullanarak
BH=KY [0(q)]*[1 - cos(q)]
q

elde ederiz.

(d) Bir 6nceki kisimdaki sonuglari, d boyutlu, tekrarlanan sinir kosullu basit kibik aga
genellegtirin.

e d boyutlu bir sistemde, j indeksi, agi tanimlayan bir vektorle yer degistirir

J '_>.] = (jla "'ajd)

Dolayisiyla

yazabiliriz, burada e,’lar birim vektérlerdir {e; = (1,0,---,0),---,e4 = (0,---,0,1)}, ki bir
boyutlu sonucu

eilata’);

BH = [2(,%: o(@0(a) Y S e (1 e ) (1 eriaee)

a

ifadesine genellestirir. Yeniden, j Gzerinden toplam, q ve —q"niin esit olmasi kosulunu getirir
ve

FH=KY |0(q)*_[1— cos(qa)]
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(e) Bu modlarin serbest enerjiye ve isi sigasina katkilarini hesaplayin. (Klasik bélisiim fonksiy-
onunu hesaplayin, yani modlari kuantize etmeyin.)
o K(q)=2K>,[1 —cos(qn)] ile,

1 2
7= [T ew |-gr@ial | =TTy 77

olur ve karglilik gelen serbest ener;ji

L1
F=—kgTInZ = —kgT [sablt -3 zq:an(q)]

veya sireklilik limitinde (q uzayinda, durum yogunlugunun (L/27)? oldugu gergegini kullanarak)

ddq
(2m)d

o1
F=—kgT [sablt — §Ld /

an(q)l
olur. K ~ 1/T oldugu i¢in, T' — oc'de,
a/ 1 d
F = —kgT |sabit’ — 5L InT

yazabiliriz, ve konum basina isi sigasi

O*F 1 kp
C=Tom=y
olarak verilir. Bunun sebebi, konum basina potansiyel enerji depolayabilen tek bir serbestlik
derecesi (acl) olmasidir.
(f) (50 - 5x) = Rlexp [i0x — i0]) i¢in bir ifadeyi, farkh Fourier modlarinin katkilarini ekleyerek
bulun. Kendinizi |x| — 0 iken, sadece q — 0 olan modlarin kayda deger katkilar verdigine ikna
edin, ve bundan asimptotik limiti hesaplayin.

. .
eilax _ 1

Ox — 0o = ZQ(Q) L,d/2
q
ve <ei<9x_90)> ifadesindeki Usteli tam kareye tamamlarsak, yani

1 elax _ 1

—§K(Q)\9(Q)\2 +i9(Q)W

icin, hemen

1(0x—00o _ 1 |€iq‘x*1|2 _ ddq ]_—COS(q'X)
R R "

elde ederiz. 1'den daha blyUk z igin, integrali alinan ifadenin ¢ = 0'da yiksekligi ~ 22 /2K olan
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bir tepesi vardir (kosintst kiglk argiimanlari icin acarak gorilebilecegdi gibi). Buna ek olarak,
integrali alinan ifadenin ilk bogumu, ¢ arttik¢a, ¢ ~ 1/x’dedir. Bu gézlemlerden, blylk z’ler igin
belirleyici davranisi belirleyebiliriz:

e d = 1igin, ~ 22/2K’nin, ~ 1/2 uzunlugu boyunca integralini almamiz lazim, ve dolayisiyla

<6i(0"_9°)> ~ exp <—2|3;)

e d = 2igin, ~ 22/2K'nin ~ (1/z)?lik bir alan Gzerinden integralini almamiz lazim. Tepenin
sadece yUkseligini almaktan daha iyi bir yaklasiklik, blyik x’lerde,

/ d%q 1 —cos(q-x) N / dqdpq 1 — cos(qz cos )
( ~

2m)i Kla) Gr K¢
B / dgdp 1 / dqdp cos(qx cos @)
N (2m)% Kq (2m)?2 Kq

olarak verilir, veya, ilk terimde acisal integrali alirsak

+ z’de sonra gelen terimler

/ dq 1 —cos(q-x) N/”””dql
@2m?  K(a) 2 Kgq

elde ederiz, buradan

(0 _ In |z| 1 ,
l(ax 00) ~ — = I
<e > exp( 27rK> |z| 727K, = — oo iken
buluruz.

e d > 3igin, ~ z2/2K’'nin ~ (1/x)%¥luk bir hacim Uzerinden integralini almaliyiz. Dolayislyla,
x — oo iken, integralin = baghhgi kalkar ve

<ei(9"_€°)> — sabit

olur, ki blylk x’lerde bagdasikliklarin yok olmadigi anlamina gelir. Bu sonuglar, salinimlarin
sadece kiiclk ¢'larda 6nemli olduguna dikkat ederek de elde edilebilir. K(q) ~ K¢?/2 agilimini
kullanmak, problemi, bir 6nceki bélimde anlatildigi gibi, Coulomb gekirdedini [ d?qe’a>/q?
hesaplamaya indirger.

(9) Enine alinganh@i x. « [ d¥x(5, - 5x). ifadesinden hesaplayin. Sistem boyutu L’ye nasl|
baghdir?

e Elimizde

i(0x—00)\ _ B d%q 1 —cos(q-x)
<€(9 6)>_exp{ /(27T)d K(q) }

ve benzer gekilde
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var. Dolayisiyla, baglantili bagdasiklik fonksiyonu
<§x . §0>c — <ei(9x790)> _ <ei(9x700)> - <ei9x><ei90>

dlq 1 d .
(8% - 80)c = e_fWK(luo {exp [/ (d q cos(g-x)| 1}

2m)? K(q)
olarak verilir. d > 3'de x bagimli integral, = — oo iken yok olur. Dolayisiyla, Ustelini blyUk z icin
acarak

L d%q cos(q-x) N d?q cos(q-x) 1 1
<5x'50>c'\"/( ~/< C

2m)d K (q) 2m)d Kq® K d(”“")”mx|d—2

elde ederiz. Dolayisiyla, enine alinganhk

S L?
Xe X /dd$<8x - 50)c ~ N7
olarak iraksar.
(h) d = 2'de, x.'nin sadece K’'nin belirli bir kritik degerden, K. = 1/(4x), blylk olmasi duru-
munda iraksadigini gésteriniz.
e d = 2'de, uzun erimli diizen yoktur, (5x) = 0 ve

— —

<SX . SO)c - <§x . §0> ~ |$|_1/(27TK)

bundan dolayi, alinganlk
Yo ~ /L PO

1/(2rK) > 2igin, K. = 1/(47)’nin altindaki K i¢in yakinsar. K > K. i¢in, alinganhk

Yo ~ [22K/K
€

olarak iraksar.

*kkkkkkk

9. Kilcal Dalgalar: d boyutta, makul diizeyde diz bir ylizey, h ylksekligi ile, geri kalan d — 1
tane koordinatin x = (z1,---,z4-1) fonksiyonu olarak tarif edilebilir. Genellestirilmis alanin
A = [d¥'x\/1+ (Vh)? seklinde yazilabilecegine kendinizi ikna ediniz. o ylzey gerilimi ile,
Hamiltoniyen basitce H = oA olur.

(a) Yeterince dUsuk sicakliklarda, h’nin sadece yavas degisimleri vardir. Enerjiyi ikinci dereceye
kadar acgin, ve bolisiim fonksiyonunu yol integrali olarak yazin.

Tq = h(:L'l, ...,:L'd_l)
yukseklik fonksiyonu ile parametrize edilen bir ylzey igin, alan elemani

1

COS

dA =

dﬂ?l...dl‘d_l
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olarak hesaplanabilir, burada «, d’inci yon ile ylzeye dik
. 1 ( Oh Oh )
T — A |
1+ (Vh)2 o0xy 0xg—1

—-1/2

vektori (n? = 1) arasindaki agidir. cosa = ng = [1 + (Vh)?] ~ 1 — 3(Vh)? oldugu igin

H=0Ar o/ddflx {1 + ;(Vh)Q}
elde ederiz, ve garpan sabitleri birakirsak,
Z = /Dh(x) exp{—ﬂ;/ddlx(Vh)Q}
bulur.uz.
(b) Ikinci dereceden Hamiltoniyeni, normal modlari {hq} (kilcal dalgalar) cinsinden

kdésegenlestirmek icin, Fourier dénisimand kullanin.
e Fourier modlarina

d—1 ,
) = | el

degisken degistirdikten sonra, bélisim fonksiyonu

o d—1
7 = /Dh(q) exp{—ﬁ2/ (sﬁ)dqlfﬂh(q)\z}

olarak verilir.

(c) Bu Goldstone modlari igin hangi simetri kirllmasi sorumludur?

e Belirli bir yikseklik segerek, temel durum, d’'inci yondeki 6teleme simetrisini kirar. h(x) —
h(x)+£(x) donisimi, £(x) sabit ise, enerjiyi degistirmez. Sareklilikten dolayl, £(x)’i istedigimiz
kadar yavas degistirerek, enerjiyi istedigimiz kadar az degistirebiliriz.

(d) Yilkseklik-ytikseklik bagdasikliklarini hesaplayin ((h(x) — h(x'))?)

hx) — hix') = [ (;i);ih@ (cfx — ciax')

ifadesinden

dd—lq dd—lq/

((no) - i)} = Gyt gt (MR(@) (9% = ) (e - i)

elde ederiz. Dolayisiyla, ylkseklik-yUkseklik bagdasikliklar

G(x—x)

((h(x) = h(x))?)

2 d'q 1—coslq- (x—x)] 2 ,
= wml e Gt

seklinde davranir.
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(e) (dydeki sonucu d = 4, 3, 2 ve 1’de yorumlayin
e Artik, Coulomb c¢ekirdeginin, blylk |x — x’| icin asimptotik davranigini, ya problem 1(f)’in
sonuglarini, ya da derste verilen tam seklini kullanarak tartigabiliriz.
e d > 4'te, G(x — x') — sabit, ve yuzey dizdir.
e d = 3de, G(x—x') ~ In|x — x|, ve Ug boyutta, sasirtici, asimptotik olarak diiz bir ylizey
olmadigi, sonucuna ulasiriz. Bu, teknik olarak dogru olsa da, logaritma ¢ok yavas blyudigu
icin, makul salinimlar gérebilmek i¢in, gok bulyuk yluzeyler gerekmektedir.
e d = 2de, G(x—x') ~ |x—x%|. h(x) araylzlnln, rastgele yurlylUs¢inin yoluna z(t)
benzedigini, ve benzer (z ~ +/t) salinimlara sahip oldugunu fark edince, bu sonug kolayca
anlagllabilir. e d = 1'de, G(x — x') ~ |x — x'|%. ‘Nokta’ arayliziin enine salinimlari gok blyuktdr,
ve metinde tartisildigi gibi, yaklagtirmalar gecerli degildir.
(f) Vh igin tipik deg@erleri tahmin ederek, .A’'nin agcihmindaki daha yiksek mertebeden terimlerin
ihmal edilmesinin hakli olup olmadigini yorumlayin.
o (Vh)?yi

((h(x) = h(x'))?)

(x — x/)?

seklinde tahmin edebiliriz. d > d, = 1 icin, gradyanin tipik blyUkIigU, kabalastirma sonucu
azalir. Dolayisiyla, daha 6nce kullanilan alanin gradyan acilimi gegerlidir. d < d, boyutlari igin,
gradyan acihmi fikri artik tamamen anlamsiz olur.

o |x — x/|174

*hkkkkkkk

10. Sdperiletkenlerde Ayar Salinimlari: Superiletkenligin Landau-Ginzburg modeli

t K N
ﬁH:/d?’x {2\\11\2+u\\11\4+2D#\PDM\I/ + Z(V x A)?

5
Hamiltoniyenine tabi olan karmasik bir dlizen parametresi ¥(x) = ¥ (x) + iWa(x) ve elekiro-
manyetik vektdr potansiyeli fT(X) tasvir eder. Ayar degismez tirev D, = 0,, — ieA,(x), iki alan
arasindaki etkilesimi tanimlar. (Cooper cift parametreleri cinsinden, e = e*c/h, K = h?/2m*.)
(a) Yukaridaki Hamiltoniyenin, yerel ayar déndistmleri altinda degismez oldugunu gdsteriniz:

U(x) — ¥(x)exp(if(x)), ve Au(x)r— Au(x)+ 25#«9

e Yerel ayar donlisimda altinda, gH —

K ) )
/ i {;W POl [0 — eAy — i) We”] [0+ ieAu + 10,007 ]

L " 1 2
+§ <V><A+V><6V9> }

Ancak, bu

(O — ie A, — i0,0)0e” = (9, — ieA, )V = D,V
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ve 1

oldugunan dolayi, yeniden gH’'den bagkasi degildir.

(b) ¥(x) = ¥ ve A(x) = 0 seklinde bir semer noktasi ¢dziimii oldugunu gdsterin, ve t > 0 ve
t < 0icin ¥'i bulun.

e Semer noktasi ¢ozimleri,

oH t K
— =0 “U 4+ 2|0 - —-D,D,¥ =
SU* = B + 2uV || o Pt 0
ve oM K
SA = 0, — E(—ie\I’DZ‘I/* +ieW* D, V) — Leagu€ays030,As =0
M

ifadelerinden elde edilir. ¥(x) = 0, A = 0 tahmini, acikca bu denklemleri ¢ézer. O zaman, ilk
denklem
t0 4 4uW|P|* = 0

halini alir ve burada (u > 0 igin) ¢t > 0 icin ¥ = 0 gikarken, ¢ < 0 igin |¥|? = —t/4u ¢ikar.
(c) t < 0igin,

{ U(x) = (¥+o(x))exp(if(x)),

A,(x) = au(x), Coulomb ayarinda d,a, = 0 olmak lzere

secerek, ve H’i ¢, 6, ve a cinsinden ikinci dereceye kadar acarak, salinimlarin maliyetini
hesaplayiniz.
e Basitlestirmek igin, ¥'1 gergel segelim. Hamiltoniyendeki

DM\IJDZ\I/* = [(au —ieay) (¥ + qﬁ)ew} [(QM +iea,) (¥ + gb)e*ia}
teriminden, asagidaki ikinci dereceden katkiyi elde ederiz:
T2(V0)? + (V$)? — 2e9%a,0,0 + *T?|d)?

Yukaridaki ifadede, Gglnci terimin integrali sifirdir (kismi integrasyon yaparak, ve Coulomb
ayar kosulunu 9,a,, = 0 kullanarak kolayca g0sterilebilecegi gibi). Dolayisiyla, ikinci dereceden
terim

t _ K K -
BH®P) = /d% { <2 + 6u\112> ¢* + E(W)Q + E\PQ(VH)Q
+ §e2¢12|d|2 + g(v Y 5)2}

olur.
(d) Fourier dontisiimii yapin, ve (|o(q)[?), {|¢(q)|?) ve {|@(q)|?) beklenen dederlerini hesaplayin.
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e Fourier donusumleri cinsinden

@ = S { (5 +oul + 5 @l + ST

q

K -, L .,
+ SePEP + Slax )t

elde ederiz. Coulomb ayarinda, q L @(q) ve dolayisiyla [q x @(q)]* = ¢2|@(q)|®. Bu kdsegenel
sekil, hemel (¢ < 0 igin)

(o@P) = (t+1209° 1 K¢?)~ 1:[((]21_%
(o@P) = (rere) =2

- 2 _ 21,2 2 -~ R .
<|a(q) > = 2 (Ke U” + Lq ) = If — Ke’t/au (a'nin iki bileseni vardir)
Ayar alani, orijinal teoride “kiitle-siz” olan, diizen parametresine ciftleniminden dolayi Ke?t/4u

kitlesini kazanir. Bu, Higgs mekanizmasi olarak bilinir.

*kkkkkkk

11. Uglii kritik nokta etrafinda salinimlar: Bir dnceki problemde gdsterildigi gibi,

OH = /dd { —I—;m + um® + om®
Hamiltoniyeni v = 0 ve v > 0 ile, Gg¢lU kritik noktay! tanimlar.
(a) Semer noktasi yaklasikligini kullanarak, t — 0 iken 1s1 sigasi tekilligini hesaplayin.
¢ Bir dnceki problemde hesaplandidi gibi, serbest enerjinin semer noktasi, en kiglik degerini
aldigi m = méy,

gi ~=m(t+6vm*) =0
ifadesinden
_ 0 t>t=0 igin
m fry
(—)" <o igin

olarak elde edilir. Karsilik gelen serbest enerji yogunlugu

t
U (m) = §m2 + vmb =

0 t>0 igin
t <0 igin

Dolayisiyla, 1si sigasinin tekil davranigi

2 e
C:Cs,n,w—Tca\P _{ 0 t>0 icin

ot | | Le(—6vt)~1/2 ¢t <0 igin

olarak verilir, ve asagidaki sekilde kabaca gdsterilmistir.
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—

m(x) = (m + ¢p(x)) € + Z o (x

segerek ve GH’i ikinci dereceye kadar agarak boylamsal ve enine salinimlarin ikisini de dahil
edin.

m(x) = (m + ¢p(x))ép + Z bg (x

secgerek, boylamsal ve enine salinimlari dahil edelim, burada é, ve é,, n vektorli ortanormal
bir kime olustururlar. Dolayisiyla, serbest enerji, 5H, ¢, ve ¢.’nin bir fonksiyonudur. mé,'de en
kiiclk degerinde oldugu icin, 5H'’in ¢ cinsiden acilimindan, dogrusal bir terim yoktur. Serbest
enerjideki her terimin agilimdaki ikinci dereceden terime katkilar

n

(Vim)? = (Vép)® + > _(Ve?)?

a=2

2 — ()2 + > (60)?

a=2

(17)° = ((m)*)° = (m® + 2mey + ¢} + i(qﬁ?)z)g = 15m*(¢p)* +3m" Y _(¢2)°

a=2 a=2

olur. Simdi, sH'in ikinci dereceden acilimi
2
BH(d, de) = BH(0,0) + /ddx { [K(wb)Q + @(t + 30vm4)]

+Z[ (Vo2)? ((ba) el (t+6v 2)”
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verir. Formal olarak,
BH(dp, ¢2) = BH(0,0) + BHy(ds) + > BHe, (6)
a=2
seklinde yeniden yazabiliriz, burada 5H;(¢;), i = b, e,, 0lmak lGzerek, genel olarak

¢

BHi(¢i) = I;/ddx [(V@‘)z + &

ile verilir, burada bagdasiklik uzunluklarinin tersi

&%=

£ ¢t>0 icin
=2 t<0 igin

ve

2 £ t>0 igin
“ 1 0 t<0 igin

Miknatisin kritik noktasi icin derslerde gésterildigi gibi, ¢ > 0 icin, boylamsal ve enine bilesenler
arasinda bir fark yokken, ¢ < 0 i¢in, dizenlidurumun dénme simetrisinden dolayi, ¢¢ Goldstone
modlari igin geri geken bir kuvvet yoktur.

(c) Boylamasina ve enlemesine bagdasiklik fonksiyonlarini hesaplayin

e Harmonik yaklasikhkta, gH, salinan farkli bilesenlere ¢, ¢< ait Hamiltoniyenlerin toplami
haline geldigi i¢in, bu nicelikler birbirlerinden bagimsizdir, yani

(Pvpe) =0 ve (9log) =0 a#~v ise

Boylamsal ve enine bagdasiklik fonksiyonlarini belirlemek igin, 6nce, serbest enerjiyi Fourier
modlari cinsiden ifade ederiz, bdylece belirli bir salinim dizilimi i¢in olasilik

K K
P({on02)) o [Tewp { -5+ § onal’ | -exp {~5 (0 + 216534 |
q,x

olarak verilir, Dolayisiyla, derslerde de gosterildigi gibi, bagdasiklik fonksiyonu

elax

_ a8 _ _dap
<¢a(x)¢ﬁ(0)> VK - q2 _1_&;2 = K Id(X>§a)

olur ve bundan dolayi

(61(x)00(0)) = ~ - Talx, &)

ve

(62 0002(0)) = 2L Iyx, €4,)

(d) Semer noktasi serbest enerjisine, salinimlardan gelen ilk dizeltmeyi hesaplayin.
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e Salinimlardan semer noktasi serbest enerjisine gelen ilk dizeltmeleri hesaplayalim. Béligim
fonksiyonu,

z = ™00 [Doexexp {3 [aix[(Vo+¢ 267 |
— e PH(0,0) /Hdgbq exp {—2( Z(qg + 5_2)¢Q¢:§1}
_ H [K(q2 +§—2)]—1/2 — exp {_;Z(K(f + ng)}
q q

olur, ve serbest enerji yogunlugu

In(Kq®>+t) t>0 igin

. % 7r)
=2 , .
e R FYFI Ly ok he Bt

ifadesine esittir.
(e) Isi sigasina salinim dizeltmesini bulun.
o O = —T(d?f/dT?) oldudu igin, i1sI sijasina, salinimlardan gelen katki

c_c 5/ (gi‘;‘d (K +t)™2 t>0 igin
T Men XY 46 ¢ dig 2 —2 -
2/ (Kq® —4t) t<0 igin

olarak verilir. Bu integraller d = 4’te davranislarini degistirirler. d > 4 igin, integraller blylk g'de
iraksarlar, ve A ~ 1/a Ust sinin tarafindan belirlenirler. Bundan dolayi, salinimlar gegisin iki
tarafinda sabit bir terim ekler, ve semer noktasi ¢6zima, nicel yapisini korur. Diger taraftan, d <
4 igin, integraller karsilik gelen bagdasiklik uzunlugu ¢*=< ile orantilidir. £'in iraksamasindan
dolay1, salinimlardan kaynakli diizeltmeler

Coat = C — Cypp. ox K~ U2|g|4/2-2

olarak iraksar.

(f) (a) ve (e) bélumlerindeki sonuglari ¢ < 0 igcin kiyaslayarak, Ginzburg Kriterini, ve Uc¢li Kritik
noktada ortalama-alan kuraminin gegerliligi igin Ust kritik boyutu elde edin.

e Ginzburg kriterini elde etmek icin, t < 0’a bakalim. Bu bdlgede, semer noktasi katkisi zaten
Cy.n o (=bt)~1/2 olarak iraksar, bdylece

Csal " d—3 v 1/2
— 2 -
c,, X (Kd)

Bundan dolayi, t < 0’da, semer noktasi yaklasimi d > 3 oldugu slrece, bu orani belirler. d < 3
icin, ortalama alan sonucu, kritik noktadan uzakta belirleyici olmaya devam eder, yani eger

2 d 1/(d-3)
(—1)43 > <Kv> veya, [t (Kv)
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K 1/(d—3)
‘< () ,
v

IsI sigasina salinimlarin katkisi belirleyicidir. Dolayisiyla, Gglu kritik noktanin Ust kritik boyutu
d = 3'tdr.

(g) Genellestirilmis goklu kritik nokta, vmS yerine, us,m?" yazilarak tasvir edilebilir. Basit
kuvvet saymay! kullanarak, bu ¢oklu kritik noktanin st kritik boyutunu bulun.

e Eger vm® yerinde, genel bir us,m?" seklinde bir terimimiz varsa, sonuglarimizi kolayca
genellegtirebiliriz:

Aksi takdirde, yani eger

moc (—)Y@=2) Y(m) o (—t)Y D Oy, o (—t)/ (D)2
Dahasi, herhangi bir » igin, salinimlarin isi sigasina katkisi éncekiyle aynidir:
Clal. X (—t)d/2_2

Bundan dolayi, tst kritik boyut, genel olarak,

denklemiyle belirlenir.

*kkkkkkk

31 www.acikders.org.tr



