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8.334 Istatistiksel Mekanik Il &%« Test 3
Tekrar Problemleri

Test, ‘kapali kitaptir, ancak isterseniz, tek-tarafli formil sayfasi getirebilirsiniz. Bu sayfanin
amaci, énemli formil ve denklemleri hatirlatmaktir, ve buradaki cevaplarin kisa yazimi degildir.
Bu ayricalik kétuye kullanilirsa, ilerideki sinavlarda geri alinacaktir. Test, tamamen asagidaki
sorularin bir alt kimesinden olusacaktir. Dolayisiyla bu sorularla yakinsaniz ve rahatsaniz,
herhangi bir strpriz olmayacak!

*kkkkkkk

1: Sdrekli Spinler: Standart O(n) modelinde, n bilesenli birim vektérler, bir agin konumlarina
yerlegtirilirler. En yakin komsu spinler Js; - 5; bag ile birbirine baglanir. Aslinda, biz sadece
evrensel 6zellikleriyle ilgileniyorsak, herhangi bir genellestiriimis etkilesim f(s; - 55) ayni kritik
davranisa yol acar. ising modeline benzetmeyle, uygun bir tercih

exp [f(5i - )] = 1+ (nt)3i - 5

olur, ki iimek modeline yol agar:

(a) iki boyutlu altigenel (balpetegi) agda, (Z bdlisiim fonksiyonu icin) ¢ parametresi cinsinden,
yuksek sicaklik agihmini yapin.

(b) n — 0 limitinin, ag Gzerinde, kendinden kagan tek bir polimerin dizilimlerini tasvir ettigini
gOsterin.

*kkkkkkk

2:  Potts model I: —pH = K3 _;;~ds,s, Hamiltoniyeni ile etkilesen Potts spinlerini
si=(1,2,---,q) dasinin.

(a) Bu problemi, ylUksek sicakliklarda grafiksel olarak incelemek icin, her bag i¢in Boltzmann
agirhgini

eXp(K(SSth) = C(K) [1+T(K)g(si, Sj)]

olarak yazin, burada ¢(s, s") = ¢ds s — 1. C(K) ve T'(K)’yi bulun.
(b)

q q q
Y g(s,8) =0, > g(s1,9)9(s,s2) = qg(s1,52) , ve Y g(s,8)g(s,s) = ¢*(¢ — 1)
s=1 s=1 s,s’

oldugunu gdsterin.

(c) Yukaridaki sonuglari kullanarak, tek boyutlu bir zincir igin, serbest enerjiyi ve bagdasiklik
fonksiyonunu (g(sm, s»)) hesaplayin.

(d) Kare ag tizerindeki béltistim fonksiyonunu 7% mertebesine kadar hesaplayin. Bu problemin
disuk sicaklk agilimindaki ilk terimi de hesaplayin.

(e) DUsuk sicaklik ve yiksek sicaklik serilerindeki ilk terimleri kiyaslayarak, Potts modeli igin bir
esleklik kurali bulun. YUksek mertebeden diyagramlari merak etmeyin, onlarda da g¢aligsacak!
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Tek bir gecis sicakligi oldugunu varsayarak, K.(q)’nun degerini bulun.

(f) Potts modeli icin ylksek sicaklik agiimindaki daha yilksek dereceden terimler, ising
modelininkilerden nasil farklanir. ¢ = 2 igin grafikleri birbirinden ayiran temel fark nedir? (Bu,
neden sadece ising modelinin ¢dziilebilir oldugunun esas sebebidir.)

*kkkkkkk

3. Potts modeli II: Alternatif bir agilim
exp [Kd (s, 55)] = 1 4 v(K)d(si, 55)

acilimindan baslanarak elde edilir, burada v(K) = eX — 1. Bu durumda, spinler izerinden
toplam, herhangi bir diyagrami gétirmez, ve hertlrli baglar ag Uzerinde rastgele dagitma
tercihi kabul edilebilir.

(@) h = 3, 65,1 manyetik alanini dahil ederek, bolistim fonksiyonunun

Z@En= % > 0 x (g =14 eM%)]

bltln diyagramlar ~ diyagramdaki bitiin ¢ kimeleri

seklini aldigini gésterin, burada nj ve n¢, ¢ kimesindeki bag ve konumlarin sayisidir. Bu
rastgele kiime agilimi olarak bilinir.

(b) ¢ — 1 limitinin sdzdlme problemine, ki bu problemde baglar ag Gzerine p = v(v + 1) olasihgi
ile rastgele dagitilir, denk oldugunu gésterin. Kare agda, stzilme esigi nedir?

(c) ¢ — 0 limitinde, ilk derecede, sadece tek bir baglantili kimenin katki verdigini gosterin.
Butln bdyle kiimelerin numaralanmasi dallanmis ag hayvanlarmin listelenmesi olarak bilinir.

*kkkkkkk

4. Potts eglekligi: N konumlu kare bir aga yerlestiriimis Potts spinlerini distndn,
s; = (1,2,---,q), Oyle ki en yakin komsulariyla

_ﬂH =K Z 551-,53-
<ij>

Hamiltoniyeniyle etkilegsinler.
(a) Yuksek ve dusuk sicakhk serilerindeki ilk birkag terimi kiyaslayarak, veya bagka herhangi
bir ydntemle, bélistim fonksiyonunun, bir = fonksiyonu igin

2K)= qe2NKE {eiK} = qu {eK +q— 1}2N

[1]

ef—1
K +(qg—1)
6zelliginin oldugunu godsterin, ve buradan K. (q) kritik noktasini bulun.

(b) Z(K) icin esleklik ifadesinden, i¢ enerji U(K) = (0H) = —0In Z/01n K icin benzer bir iligki
¢ikarin. Bu sonucu kullanarak, U’nun kritik noktadaki tam degerini hesaplayin.
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*kkkkkkk

5. Esydnsliz Rastgele Yirimeler: Kare ag Uzerinde, (0,0) orijin noktasindan baslayan bitin
rastgele yUriyls toplulugunu disniin. Her yUriyUsin agirhigr te x tf;y olur, burada ¢, ve ¢,
sirasiyla, = ve y yonindeki adimlarin sayisidir.

(@) (x,y)de biten bitin yuriyuslerin toplam agirhgint W(x,y) hesaplayin. W’nin sadece
t = (tzy +1ty)/2 < t.=1/4i¢in iyi taniml oldugunu gésterin.

(b) Buyik z ve y igin, ve gegise yakinken W (z,y) = sabit egrilerinin sekli nedir?

(c) Ortalama adim sayisi, (¢) = (¢, + £,), t t.'ye yaklasirken nasil iraksar?

6. Esyénsiiz ising Modeli: Kare ag izerinde, Hamiltoniyeni

—BH = Z(Kz@ﬂ,yaaﬂ-l,y + Ky y0uyi1)
x7y

olan, yani = ve y ydnlerindeki bag kuvvetleri farkl olan, esydnsiiz ising modelini diisiinelim.
(a) Metinde tarif edilen yontemi kullanarak, bu modelin serbest enerjisini hesaplayin. Gikarimin
her adimini yazmaniz gerekmez. Sadece, esydnsizlikten dolayr degistiriimesi gereken
adimlari gosterin; ve In Z/N igin sonucu hesaplayin.

(b) Serbest enerjinin tekilliginden, kritik sinir (K, K,) dizleminde bulun. K, = f{y kosuluyla
értiistigini gdsterin, burada K, K'ya standart eslek etkilesimi gdsterir.

(c) In Z/N’nin tekil kismini bulun, ve esyénsizligln Ustel ve genlik oranlarinda kritik davranisi
nasil etkiledigini yorumlayin.

*kkkkkkk

7. d = 2 Ising modelinin arayiiz enerjisinin Mdiller-Hartmann Zittartz tahmini:

(a) Kare agda, bir ydnde tekrarlanan sinir kosullu bir araylz disinin. Sarkintilari ve adalari
ihmal edersek, dizilimler 1 < n < L igin, h,, yUksekKlikleri ile isaretlenebilir. Esyonsiz (K, Ky)
etkilesimleri olan ising modeli igin, 2 yéniindeki bir arayliziin enerijisinin

—BH = —2K,L — 2K, Y |hny1 — hn|

oldugunu gosterin.

(b) SGtundan situna tasima matrisini (h | T' | ') yazin, ve kdsegenlestirin.

(c) (b)deki sonucu kullanarak, veya herhangi baska bir yontemle, araylz serbest enerjisini
hesaplayin

(d) Araylz serbest enerjisinin yok olmasi igin, K, ve K, arasindaki kosulu bulun. Orijinal 2d
ising modelindeki kritik sinira karsilik geliyor mu?

*kkkkkkk
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8. Esydnsliz Landau Teorisi: d boyutta, n bilesenli miknatislanma alanini distnin.

(a) Esyodnsizlik Uzerine onceki problemleri rehber olarak kullanarak, Landau-Ginzburg
Hamiltoniyenini uzamsal esy6nsiizIUgU igerecek sekilde genellestirin.

(b) Bu tir egyénsizltkler “6nemli” midir?

(c) LaaCuOy4’te, Cu atomlar, dizlemlerdeki kare bir ag Uzerine yerlegmistir, ve sonra diizlemler
biraraya konmustur. Her C'v atomu bir “spin” tagir, bu spinin klasik oldugunu ve uzayda her-
hangi bir yoni gdsterebilecegini varsayacagiz. Duzlemde g¢ok kuvvetli antiferromanyetik
etkilesimler vardir. Ayrica, ard arda gelen dlizlemleri hizalamaya ¢aligsan ¢ok zayif bir etkilegim
de vardir. Disik sicaklik manyetik fazi kabataslak ¢izin, ve diizen-dliizensizlik gegisinin hangi
evrensellik sinifina ait oldugunu belirtin.

*kkkkkkk

9. Esydnsliz Dogrusal olmayan o modeli: n bilegenli,
| P
BH = /ddx {QT(VS)Z + gs?

Hamiltoniyenine sahip, 5(x) = (s1, "+, 5n), Yo 52 = 1 olmak lzerek, spinleri diiginin. g = 0
icin, renormalizasyon gurubu denklemleri, mesafeleri b = e’ carpant ile, ve spinleri ¢ = bvs, y, =
—%T olmak Uzerek, ¢arpani ile yeniden élcekleyerek elde edilebilir, ve asadidaki denklemi
verirler:

dr (n—2), 3

burada e = d — 2.

(a) Sabit noktayi, ve termal 6zdeger y7'yi bulun.

(b) ¢ icin renormalizasyon gurubu denklemini, yukaridaki sabit nokta civarinda yazin, ve
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kargilik gelen 6zdegeri y, elde edin.
(c) Faz diyagramini T' ve g’nin fonksiyonu olarak, fazlari goésterek ve ¢ — 0 iken faz sinirinin
sekline dikkat ederek, kabataslak ¢izin.

*kkkkkkkx

10. Matris modelleri: Bazi durumlarda, diizen parametresi bir vekidr yerine bir matristir.
Mesela, l¢gensel (Heisenberg) antiferromanyetlerde, her spin Gclist, 120° ile hizalanarak,
yerel olarak bir diizlem belirlerler. Bu diizlemin sistem boyunca degisimleri 3 x 3’lik bir ddnme
matrisi ile gosterilir. Bu problemin genellestirilmig halini tasvir etmek igin dogrusal olmayan bir
o modelini agagidaki gibi olusturabiliriz.

BH = % / d'xiz [V M (x) - VM7 (x)]

Hamiltoniyenini distn(n, burada M, reel, N x N ortagonel bir matristir, ve ‘iz’ iz alma islemini
gosterir. Ortagonellik kosulu, MM™ = MTM = I, burada I N x N birim matristir, ve M” devrik
matristir, Mg = Mj;. Bolugim fonksiyonu, bitlin matris fonksiyonelleri Gzerinden toplama
yaparak elde edilir:

Z = [ DM)5 (MM (x) - 1) 70100

(a) Hamiltoniyeni ve ortagonellik kosulunu, M;;, (7,57 = 1,---,N) matris elemanlari cinsinden
yeniden yazin. Sistemin temel durumunu tasvir edin.
(b) Simetrik ve anti-simetrik matrisleri

g

seklinde tanimlayin. gH ve ortagonellik kosulunu, o ve © matrisler cinsinden ifade edin.
(c) DOzenli durum M (x) = I etrafinda kdglk salinimlari diginun. o’nin 7’nin kuvvetleri cinsin-
den

(M +MT)=0"
(M —-MT) = —xT

DN N[ =

1
O’II—§7T7TT—|-”-

seklinde yazilabilecegini gosterin. Ortagonallik kosulunu kullanarak, o integralini alin, ve fH

icin 7’de dordiincli dereceden bir ifade elde edin. ki farkli tiirden dérdiincli derece terim

olduguna dikkat edin. Delta fonksiyonunun argumani tarafindan yaratilan terimleri dahil et-

meyin. Metinde, dogrusal olmayan o modeli icin gdsterildigi gibi, bu terimler sonucu en distk

mertebede etkilemez.

(d) N-vektor diizen parametresi icin, N — 1 Goldstone modu vardir. Ortagonel N x N dizen

parametersinin N(N — 1)/2 bdyle moda yol agtigini gosterin.

(e) AH'in ikinci derece kismini diistiniin. iki nokta bagdaslik fonksiyonun, Fourier uzayinda
(2m)*6%(a+d')

(mij()mr(d)) = K [0ir0j1 — 0adji]
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oldugunu gosterin.

Simdi, ¢'degeri A\/b < |q| < A kabugundan olan M~ (q) modlarini kaldirarak, renormaliza-
syon gurubunu olusturacagiz.
() Bu modlar kaldirdiktan sonra, disiik sicakliklarda, (iz(c)); kabalastiriimig beklenen
degerini hesaplayin. iz(M') = iz(¢’) = N yapan, M'(x') = M<(x)/¢ élcekleme garpanini
belirleyin
(9) Tedirgeme kuramini kullanarak, kabalastiriimis ciftlenim sabitini X hesaplayin. Sadece,
BHdeki (V;;)? terimini dogrudan renormalize eden iki diyagrami hesaplayin ve

N (A diq 1
2 Jap (2m)d ¢

K=K+

oldugunu gosterin.
(h) (fydeki sonucu kullanarak, matris yeniden 6lgeklemesinden sonra, K’ igin RG denkleminin

NQ/A diq 1

K/ _ bd*? K _ .
<

olarak verildigini gosterin.

() T = 1/K igin, differansiyel RG denklemlerini b = 1 + 6¢ alarak elde edin. d < 2 ve d = 2 igin
akiglari kabataslak ¢izin. d = 2 + ¢ igin, T, ve kritik Ustel »’yU hesaplayin.

(j) Hamiltoniyene eklenen kigUk bir simetri kiran terimi —hfddxiz(M) ddstnin. A’nin renor-
malizasyonunu bulun ve kargilik gelen y;, Ustelini belirleyin.

RG ve simetri ispatlarini birlegtirerek, 3 x 3 matris modelinin, tedirgemeli olarak N = 4 vektor
modeline batiin mertebelerde esit oldugu gosterilebilir. Bu, yiginlanmis G¢gensel antiferro-
manyetlerin, O(4) evrensellik sinifinin bir gergeklemesini sundugu anlamina gelebilir; bkz. P.
Azaria, B. Delamotte, ve T. Jolicoeur, J. Appl. Phys. 69, 6170 (1991). Ancak, tedirgeme disi
(topolojik 6zellikler) S.V. Isakov, T. Senthil, Y. B. Kim, Phys. Rev. B 72, 174417 (2005)de
tartisildigi gibi, bu denkligi ortadan kaldiriyor gibi gérintyor.

*kkkkkkk

11. Pdrizlesme gecisi: d = 3'te

BHy — —g / Px(Vh)?

Hamiltoniyeni ile tarif edilen sirekli arayliz modelini distnin, burada h(x), x noktasindaki
araylzun yUksekligidir. Kristalize bir yiiz igin, 2’nin mimkin degerleri, ag araliginin katlaridir.
Sareklilikte, »’nin tamsay1 degerleri igin egilimi, Hamiltoniyen’e

—pU = yo/d2xcos(27rh)

terimi eklenerek taklit edilebilir. —4U’yu tedirgeme olarak ele alin, ve agagidakileri takip ederek,
renormalizasyon gurubunu olusturun:

6 www.acikders.org.tr
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(@) 30 o = 0igin

<exp [z Z qah(xa)] > = exp [II( Z 4095C (Xa — Xﬁ)]
« 0

a<fB

oldugunu, aksi takdirde, sifir oldugunu ispatlayin. (C(x) = In|x|/2, iki boyutta Coulomb
etkilesimidir.)
(b)

d2
(1h(x) = h(y)[*) = = 25 Gr(x =)

k=0
oldugunu ispatlayin, burada Gi(x — y) = (exp [ik (h(x) — h(x))]) olmak Uzere.

(c) (a)daki sonuglar kullarak, G(x —y)yi y2 mertebesine kadar hesaplayin. (ipucu:
cos(2mh) = (62"” + e‘””h) /2 olarak alin. ilk terim, (a)'daki sonuca gére yok olurken, ikinci
mertebe katki, yapi olarak, bu bélimde daha 6nce tasvir edilen Coulomb gaziyla 6zdestir.)

(d) Tedirgeme sonucunu, etkin bir etkilesme K cinsinden yazin, ve kritik bir K. den blyik K
icin, tedirgeme kuraminin uygulanamaz oldugunu gésterin.

(e) (d) kismindaki tedirgeme sonucunu, “ag araligini” a'dan ae”’e degistirerek, K ve 1y icin,
renormalizasyon gurup denklemleri haline sokun,

(f) Yineleme bagintilarini kullanarak, modelin faz diyagramini ve fazlarini tartisin.

(g) Blylk |x — y| araliklari igin, gegiste, (|h(x) — h(y)|?)’nin sUreksiz sigramasinin genligini
bulun.

*hkkkkkkk

12. Pdrizlesme ve esleklik: Bir dnceki problemdeki Hamiltoniyenin kesiklestiriimis halini
disdnin, o6yle ki kare agin her ¢ konumunda, tam sayi degerli bir yUkseklik vardir h;.
Hamiltoniyen

OH = g > |hi =Ryl
<iyj>

olarak verilir, burada “c0” kuvveti, Ah = 0 igin hicbir enerji maliyeti olmadigi; Ah = +1 igin
K /2 kadar enerji maliyeti oldugu, ve Ah = +2 veya daha fazla olmasinin, komsu konumlar
icin mimkdin olmadigi anlamina gelir. (Bu, sinirlanmis kati (izerine kati (SKUK) modeli olarak
bilinir)
(a) Eslek modeli diyagramatik olarak, veya su adimlari takip ederek olusturunuz:
(i) N konum degiskeninden h;, 2N bag degiskenine n;; = h; — h; gegin. n;;’nin herhangi bir
plaka etrafindaki toplaminin sifir oldugunu gdsterin.
(ii) » tamsayilari igin, fo% doe" |21 = 6, o 6zdesligini kullanarak, kogullari zorlayin.
(iii) Kosullari zorladiktan sonra, n;; degerleri Gizerinden toplami serbestge yaparak, komsu plak-
lar Gzerindeki eslek degigkenler 6; arasindaki eslek etkilesimi ©(¢; — ;) elde edin.
(b) Buylk K igin, eslek problemin sadece XY modeli oldugunu gdésterin. Bu sonug, bir 6nceki
problemde renormalizasyon gurubu ile elde edilen sonugla tutarli midir? (Ayrica, ilmik modeli
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ile baglantiya da dikkat edin.)
(c) Bu Hamiltoniyen’in bir boyutlu uyarlamasinin, yani

K
—H = _EZ |hi — hita]®

Hamiltoniyeni ile 2d araylz, plUrtzlesme gegisi var midir?

*kkkkkkk
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