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8.334 istatistiksel Mekanik |1 &%« Test 3
Tekrar Problemleri & Coziumleri

Test, ‘kapali kitaptir, ancak isterseniz, tek-tarafli formil sayfasi getirebilirsiniz. Bu sayfanin
amaci, 6nemli formil ve denklemleri hatirlatmaktir, ve buradaki cevaplarin kisa yazimi degildir.
Bu ayricalik kétlye kullanilirsa, ilerideki sinavlarda geri alinacaktir. Test, tamamen asagidaki
sorularin bir alt kimesinden olusacaktir. Dolayisiyla bu sorularla yakinsaniz ve rahatsaniz,
herhangi bir strpriz olmayacak!

*kkkkkkk

1: Sdrekli Spinler: Standart O(n) modelinde, n bilesenli birim vektérler, bir agin konumlarina
yerlestirilirler. En yakin komsu spinler Js; - §; bagi ile birbirine baglanir. Aslinda, biz sadece
evrensel 6zellikleriyle ilgileniyorsak, herhangi bir genellestiriimis etkilesim f(s; - 55) ayni kritik
davranisa yol acar. ising modeline benzetmeyle, uygun bir tercih

exp [f(5i - 8)] = 1+ (nt)3i - 5

olur, ki ilmek modeline yol agar:

(a) iki boyutlu altigenel (balpetegi) agda, (Z béliisiim fonksiyonu igin) ¢ parametresi cinsinden,
yuksek sicaklik agihmini yapin.

e iimek modelinde béliisiim fonksiyonu

7 = /{psi} T11+ (nt)si - ;]
(i)

seklindedir, ve ¢ parametresinin kuvvetleri seklinde acilabilir. Eger agdaki en yakin komsu
baglarinin toplam sayisi Np ise, yukaridaki garpim 2V2 olasi terim yaratir. Her terim, ag
Uzerinde, eger s; - s; terimi varsa, i ve j spinlerini birlestiren bir bag iceren bir gekil ile
gosterilebilir. Daha da 6tesi, her dahil edilen bag nt carpanini tasir. Ising modelinde oldugu
gibi, {s;} degiskenleri Gzerinden integral almak, sadece her konumdan ¢ift sayida bag ¢ikan

grafikleri birakir, ¢linku
/dssa = /dssasgs7 =...=0.

Balpeteg@i aginda, asagida cizildigi gibi, her konumdan 1, 2, veya 3 bag ¢ikar. Dolayisiyla,
katki veren sekiller sadece, her konumdan iki bag cikan grafiklerdir, ki her bir bag bir kere
olabilecegi i¢in, kendinden uzak duran ilmeklerdir.

Balpetegi aginin, ilmeklerin bir konumda kesismelerine izin vermeme avantaji olmakla be-
raber, evrensel sonuglar diger aglara da uygulanabilir.

Spin Gzerinden biitlin integralleri n-boyutlu kati agi ile dlgekleyecegiz, dyle ki [ ds = 1 olsun.
SaSa = 1 oldugu igin, hemen

/dssa% = 60‘—/8

n

elde edilir ve

1
/ds’(sas;) (s'ﬁs%) = ﬁsasg
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8.334 istatistiksel Mekanik Il &%« Test 3

verir. Bu tarz integrallerin dizisi, bir iimek gevresindeki spinlerin bilegenlerini ayni olmaya zorlar,
ve ilmekteki son spin Gzerinden integral alinca n ¢arpani gelir, mesela

00,308~0~60570nu0aw
JAD8:} (s10520) (s23335) (s730,) (345539) (5500) (s1,) = “PLEEr L

nb nb

Her bag bir nt carpani tasididi icin, sonugta, her iimek n x t¢ carpani katkisi verir, burada ¢
iimekteki baglarin sayisidir. Bundan sonra, bélisiim fonksiyonu

Z = Z nNZth
kendinden uzak duran ilmekler

olarak yazilabilir, ki burada toplam, bitln farkli, baglantisiz veya kendinden uzak duran ilmek

toplulugu Uzerindendir, bag kacarhgi ¢, ve Ny, N, sirasiyla grafikteki ilmeklerin ve baglarin

sayisidir.  Modelin sadece kritik davranisi ile ilgilendigimiz icin, genel analitik bir ¢arpan

6nemsizdir.

(b) n — 0 limitinin, ag Gzerinde, kendinden kagan tek bir polimerin dizilimlerini tasvir ettigini

gosterin.

e Tam n = 0'da Z = 1 olurken, n — 0 limitine bakarak, ilging bilgiler edinilebilinir. n — 0 iken,

onde gelen terim (O(n')), tek kendinden kagan ilmekli dizilimleri seger, yani N, = 1.
Bagdasiklik fonksiyonu da grafiksel olarak

Gop(n —m) = (Spasmp) = ;/{Dsi}smsm@ H [1+ (nt)s; - sj]
(i5)

ifadesinden hesaplanabilir.
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(L

-

Herhangi bir genel ¢arpani attiktan sonra, ve n — 0 limitinde, tek kalan grafik, n’den m’ye giden
tek bir ¢izgidir, ve ¢izgi Gzerindeki blitlin spinler ayni olarak sabitlenmistir. Bitiin olasi diger
grafikler, n — 0 limitinde yok olurlar. Dolayisiyla, n’den m’ye giden, herbiri t carpani tasiyan,
burada /¢ yirlyisin uzunlugu olmak Uzere, kendinden kagan ydrlydsler Gzerinden bir toplam
kalr. Eger, kendinden kagan ¢ uzunlugunda, ve ucundan ucuna uzakligi R olan yUrGyUslerin
sayisini Wy(R) ile gbsterirsek,

S Wi(R)t = lim G(R)

yazabiliriz.

Hayalet rastgele ydrlyUslerde oldugu gibi, kiglk ¢’lerde, bagdasikhk fonksiyonunun
davranigini kiigk yollar belirler. ¢ arttikga, daha blyUk yollar belirleyici olur, ve eninde sonunda
belirli bir . degerinde, bir tekillik bulacagiz, ki burada olabildigince blyliik yollar olasi olur.

Kendinden kagan yuriyuslerin, aripetegi agi Gzerindeki O(n) modelinin n — 0 limitine
eslenmesini gosterdigimiz halde, kritik davranigin evrensel olmasi ve dolayisiyla, ag tercihin-
den bagimsiz olmasi gerekir. Daha da fazlasi, kendinden kagan ydrlyuslerin ¢esitli 6lgeklenme
ozelliklerini O(n) modelinin n — 0 limitinden ¢ikartabiliriz. Ornek olarak, kendinden kagan
yarayuslerin,

(R?) = Wi Z R*W,(R)

burada Wy(R) = Y pWy(R), ¢ uzunlugundaki kendinden kagan yollarin sayisidir, olarak
tanimlanan bir ucundan diger ucuna olan ortalama mesafesini karaterize edelim.

Bagdasiklik fonksiyonunun tekil kismi R araligi ile, ¢ « (t. — t)~" seklinde iraksayan
bagdasiklik uzunluguna kadar, G « |R|~(¢=2*7) olarak azalir. Dolayisiyla,

ZRQ oc £H2A=24m) — (¢ ) — (g — )T

Yukarida G(t, R)'nin, 3, Wy(R)t* = G(t, R) anlaminda, W,(R)'nin yaratan fonksiyonu olduguna
dikkat ettik. Benzer sekilde Y=, W,t, W, 'nin yaratan fonksiyonudur, ve x alinganhgina

Z Witt = Z G(R —1)7"
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olarak baglidir. W;'nin tekil davranisini, yaratici fonksiyonundan elde etmek igin, (t. — ¢)~7
ifadesinin Taylor agilimini yapariz

e o) B ()

_ o)) —t—y
”Q_ra+@ra—7—@%é

elde ederiz. T'(p)I'(1 — p) = =/ sin pr ifadesini kullanarak, ¢ — oo limitine bakarak, ve gamma
fonksiyonlarinin asimptotik ifadesini kullanarak

Ki

Py+46) 1,0
t 0O
(1t oye X5 te

Wy x

elde ederiz, ve benzer sekilde, 3" R?W,(R)'yi de Y R?G(R)'den tahmin edebiliriz, ki
£2u+'yfltcf€

— [21/
-1t

(R?) o
verir. O(n) modelinin ¢ agiiminda n = 0 alirsak, mesela, v = 1/2 + ¢/16 + O(e?) Ustelini
verir, ki kendinden kagan ¢ uzunlugundaki polimerin ortalama ucundan ucuna uzunlugunun
karesinin ortalamasini karakterize eder, vy = 1/2 yerine, ki bu hayalet rastgele yUrtyUslerin
Olceklenmesidir. Kendinden kagcmadan dolayi, (polimersel) ylrtyls siserek daha blyik bir v
verir. e = 1, 2 ve 3 igin, d = 3, 2 ve 1'de sonuglar 0.56, 0.625 ve 0.69'dur ve 0.59, 3/4(tam), ve 1
(tam) degerleri ile kiyaslanmalidir.

*hkkkkkkk

2:  Potts model I: —pH = K3 _;;sds,s, Hamiltoniyeni ile etkilesen Potts spinlerini
si=(1,2,---,q) diginln.

(a) Bu problemi, ylUksek sicakliklarda grafiksel olarak incelemek igin, her bag i¢in Boltzmann
agirhgini

exp(Kds,;s;) = C(K) [1 + T(K)g(si, 55)]

olarak yazin, burada g(s, s’) = ¢ds ¢ — 1. C(K) ve T(K)’y1 bulun.
e C(K) ve T(K) iki bilinmeyenini belirlemek igin,

K =C1+T(g—1)] s;=s; ise
120[1—T] Si#Sj ise

ifadelerini kullanabiliriz, ki buradan

K_1 Kig-1
¢ ve C(K):i

T(K) = ————
(K) e +q—1 q

elde ederiz.
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q q q
> g(s,8) =0, > g(s1,9)g(s,s2) = qg(s1,52) , ve Y _g(s,5)g(s',5) = ¢°(¢ — 1)
s=1 s=1 8,8’

oldugunu gosterin.
e Dahasi,

g(5,8)=q—1—-(¢g—1)=0

M=

1

@
Il

q
9(51,9)9(5:52) = 3 [4200150s2 — @015 + 853) + 1] = 40051, — 1) = ag(s1,52)

M=

s=1 s=1
q q
Z g(s, S,)g(sa 3/) = Z |:q2688/688/ — 2q0sg + 1} = q3 - 2(]2 =+ q2 = q2(q - 1)
S,S,ZI 575’:1

oldugu kolayca kontrol edilebilir.

(c) Yukaridaki sonuglari kullanarak, tek boyutlu bir zincir igin, serbest enerjiyi ve bagdasiklik
fonksiyonunu (g(sm, s»)) hesaplayin.

e T'(K) carpani, yuksek sicaklik acilim parametremiz olacak. Her bag T'g(s;, s;) ¢arpani katkisi
getirir, ve >, g(s,s’) = 0 oldugu igin, herhangi bir konum icin sadece tek bir bag olamaz.
Derslerde bahsedilen ising durumunda oldugu gibi, her bad sadece bir defa olabilir, ve kalan
grafiklerin sallanan baglari yoktur. Sonug olarak, tek boyutlu bir zincir igin, mesela agik sinir
kosullari ile, kabul edilebilir bir grafik cizmek mimkun degildir, ve

7= Y TICK) [+ T(K)g(si,5)] = CUOY g =g (K 4g—1)"
{5} (i7)

Sinir etkilerini, yani zincirde N — 1 bag olmasini, ihmal ederek, konum basina serbest enerji

pE K
olarak elde edilir. Ayni yontemle, (g(s,sn)) bagdasiklik fonksiyonunu da hesaplayabiliriz.
Sifirdan farkli bir katki elde etmek igin, iki konumu dogrudan baglayan grafigi disinmemiz

lazim. n > m oldugunu varsayarsak, bu

<g(3n3m)> Zg (8n8m H 1 +T(K 31753')]
{s:} (45)
C(K)N o
= ()" 3 (s, sivit) -+ 9501, 50)
{si}
- (Z) T(K)"mg" " (g — 1)gN ==t = 77 g — 1)

verir, burada (b)'deki iligkileri kullandik.
(d) Kare ag tizerindeki béltistim fonksiyonunu 7% mertebesine kadar hesaplayin. Bu problemin
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disuk sicakhk agilimindaki ilk terimi de hesaplayin.
e Kare ag icgin, yiksek sicaklik serisindeki ilk terim, 4 bagli bir kareden gelir. Boyle N kare
vardir. Dolayisiyla,

Z= Z HC(K) 14+ T(K)g(si,s5)] = C(K)QNqN [1 + NT(K)4(q —1)+-- }
{s:} (i)

¢ tane bag olan, kesismesi olmayan herhangi bir iimegin T%¢‘(q — 1) katkisi verecegine dikkat
edin.

Diger taraftan, dislk sicakliklarda, enerji, bltlin spinlerin ¢ olasi degerlerinden birinde
oldugu durumda en kiguk degerini alir. En disik enerjili uyarim, tek bir spinin farkh bir du-
ruma gecmesidir, ve yozluk garpani N x (¢ — 1) ile enerji maliyeti K x 4'ddr, ve

Z = qe*VK [1+N(q—1)e_4K+~-]

verir.

(e) DUsuk sicaklik ve yiksek sicaklik serilerindeki ilk terimleri kiyaslayarak, Potts modeli igin bir
esleklik kurali bulun. YUksek mertebeden diyagramlari merak etmeyin, onlarda da ¢alisacak!
Tek bir gecis sicakligi oldugunu varsayarak, K.(q)’nun degerini bulun.

e Bu agihmlari kiyaslayarak, Potts modeli icin takip eden esleklik kosulunu buluruz:

K
e K e —1
:T =
‘ (K) eK+q-1

Bu esleklik kural, digik sicaklik agihmini, ylksek sicaklik serisine, veya tersi, egitler. Ayrica,
K < K ciftlerini de birbirine esler, ¢iinki, yukaridaki bagintiyr simetrik bir sekilde yazabiliriz

(ek—l) (eK—l) =q
ve dolayisiyla, tek bir tekil nokta K. varsa, 6z-eslek bir nokta olmal:

K,=K.,, = K,=I(/g+1)

(f) Potts modeli icin yilksek sicaklik agilimindaki daha yilksek dereceden terimler, ising mod-
elininkilerden nasil farklanir. ¢ = 2 icin grafikleri birbirinden ayiran temel fark nedir? (Bu, neden
sadece Ising modelinin ¢dzilebilir oldugunun esas sebebidir.)

e Derslerde bahsedildigi gibi, ¢ = 2 olan Potts modeli, d,s = (1 + ss’)/2 oldugunu kullanarak,
ising modeli ile eslenebilir. Ancak, Potts modelinin, yiiksek sicaklik agilimindaki daha yiiksek
dereceden terimler, genel olarak, her konumdan dg¢ veya daha fazla bag ¢ikan grafikler icerir.
Bu dizilimler, rastgele yuriyislere karsilik gelmez, kare agdaki 2d-ising modeli icin tanimlanan
sinirlanmig olanlara bile karsilik gelmez.

q
Z 9(s1,82)g(s1,53)9(s1, 54) = q25325355234 - q2(55253 + Osysq + 0s3s0) + 24
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niceligi, ¢ = 2'de her zaman sifirdir. (s2, s3 ve s4 spinlerinin herhangi bir olasi durumu igin
kontrol edilebilir), ama ¢ > 2 i¢in, genel olarak sifirdan farklidir. Bu, ¢ = 2 durumunu ayiran
temel farktir.

*kkkkkkk

3. Potts modeli II: Alternatif bir agilim
exp [K0(si, 5;)] = 1+ v(K)d(si, 55)

agiimindan baslanarak elde edilir, burada v(K) = e — 1. Bu durumda, spinler tzerinden
toplam, herhangi bir diyagrami gétirmez, ve hertlrli baglarn ag Uzerinde rastgele dagitma
tercihi kabul edilebilir.

(@) h =", 65,1 manyetik alanini dahil ederek, bolisim fonksiyonunun

Z(q,K,h) = Z Z {v”ﬁ X (q—1+eh”z)}
bitin diyagramlar  diyagramdaki bitiin ¢ kiimeleri

seklini aldigini gosterin, burada nj ve n¢, ¢ kimesindeki bag ve konumlarin sayisidir. Bu rast-
gele kiime agilimi olarak bilinir.
e 1 dogrultusunda, simetriyi kiran bir alan dahil edersek, béllsim fonksiyonu

Z = Z H [1 + U(K)(S(Si, Sj)] Heh‘ssivl
{s:} () :

v(K)'nin kuvvetleri seklinde asagidaki sekilde agilabilir. Herzamanki gibi, agda, Np tane
en yakin komsu bagi vardir, baglar tizerinden garpim 272 tane terim yaratir. Her terim, ag
Uzerinde, eger incelenen terimde vd(s;, s;) terimi varsa, ¢ ve j konumlarini baglayan bir bag
cizilerek, bir grafikle gosterilebilir. Dahil edilen her bag, v(K) ¢arpani ile bagladigi spinleri
esitleyen bir delta fonksiyonu tagir. Genel olarak bu baglar, farkli boyut ve sekillerde kiimeler
olusturur, ve her kiimede, delta fonksiyonlari, her késedeki spinlerin esit olmasini saglar.
Dolayisiyla, >y, toplami, her kiime igin, (¢ — 1) + €™ carpani getirir, burada n$ kiimedeki
noktalarin sayisidir. Bu durumda, béltisim fonksiyonu

Z(q,v,h) = Z H [U(K)ng (q -1+ ehnﬁ)}

batun grafikler  grafikteki kimeler

olarak yazilabilir, burada njy, ¢ kimesindeki baglarin sayisidir, ve toplam bitin farkl kiime toplu-
luklari Gzerindendir. Tek basina bir konum da, bu kiime tanimina dahildir. ik Potts modeli, tam
sayl ¢ icin tanimlanmis olsa da, bu agilimi kullanarak, Z’yi bitiin ¢ degerleri icin hesaplayabili-
riz.
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(b) ¢ — 1 limitinin sdzdlme problemine, ki bu problemde baglar ag Gzerine p = v(v + 1) olasihgi
ile rastgele dagitilir, denk oldugunu gésterin. Kare agda, stzilme esigi nedir?

e Bag sliziilmesi probleminde, baglar, agda bulunma olasiliklari p olacak sekilde, bagimsiz
olarak dagiimislardir. Dolayisiyla, bos ve isgal edilmis baglardan olugsan verilen bir dizilimin

agirhg .
W (grafik) = (1 — p)™N I (p)nb

grafikteki kimeler 1=p

olarak verilir. (1 — p)*" &n garpani, hi¢ bag icermeyen dizilimin agirh§idir. Yukaridaki agirliklar,
q =1 (ve h = 0) icin, agikga Potts modelinin rastgele kime agilimindakilere 6zdes olur. Acikga,
p =v/(v+ 1) almak, ve (1 +v)" genel carpanini, ki v'de analitiktir ve herhangi bir tekil zelligi
etkilemez, ihmal etmek zorundayiz. Bu limitteki boligim fonksiyonunun kendisi Z(1,v,h) =
(1 + v)*NeMN oldugu icin ilging degildir. Diger taraftan, kiimelerin sayisi ile ilgili bilgiye, ¢ — 1
limitinde,
alng;q’v) = Y [orafigin olasihgi] > e~hne
g=1

butin grafikler grafikteki kiimeler

ifadesinin ¢ — 1 limitinden ulasilabilinir.

Sizulme ile ilgili cesitli ilging dzellikler, yukaridaki yaratma fonksiyonundan hesaplanabilir.
Bu eslestirme, suzilme noktasindaki, ki surekli bir geometrik faz gegisidir, Olgeklenme
yasalarini gitkarmamiza olanak saglar. Kritik sicakhigin benzerini, suzilme esigi, p., oynar, ki
eslekligi kullanarak p. = 1/2 olarak hesaplanabilir(v* = 1 olduguna dikkat ettikten sonra).

Bu esigi elde etmenin alternatif bir ydontemi, sizilme probleminin kendisi igin egleklik ku-
rali bulmaktir: Problemi, benzer sekilde bos baglar cinsinden, ve karsilik gelen ¢ olasiliklari
ile, dislnebiliriz. p, sicaklik rolind oynadigi icin, disik p'yi, yiksek ¢'ye ve tersine eslemek
mamkandar, éyle ki ¢ = 1 — p. O zaman, 6z-eslek nokta p* = 1 — p* alarak elde edilebilir, ki
burada p* = 1/2 elde edilir.

(c) ¢ — 0 limitinde, ilk derecede, sadece tek bir baglantili kimenin katki verdigini gésterin.
Butln bdyle kimelerin numaralanmasi dallanmis ag hayvanlarmin listelenmesi olarak bilinir.
e ¢ = 0da Z(q,v,h) bolisim fonksiyonu sifira gider, ancak, yeniden, agin geometrik yapisi
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hakkindaki bilgi, ¢ — 0 limitini uygun bir sekilde alarak elde edilebilir. Ozellikle, v = ¢*« alirsak,

Z(gu=2¢"h=0)= > aNogNetals

butln grafikler

olur, burada N, ve N, toplam bag ve kime sayisidir. ¢ — 0 iken 6énde gelen ¢ bagimliligi, en
kiclUk N. + aN, sayisina sahip grafiklerden gelir, ve a’'nin degerine baglidir. 0 < a < 1 igin,
bunlar, agin batiin konumlarini birbirine baglayan (dolayisiyla N. = 1) ve hig bir ilmek icermeyen
(dolayisiyla N, = N — 1), kapsayan adaclardir. Boéyle kapsayan agaglarin z¢(V—1) gaN—a+l
kuvveti vardir, ve bltin diger grafiklerin daha yiksek ¢ kuvvetleri vardir. a = 0 igin, kuvvetini
degistirmeden, kapsayan agaclara, bitin konumlar bir tek kiimeye bagli kaldigi slirece, baglar
eklenebilir (ilmekler yaratarak). Bunlarin, dallanmis ag hayvanlari diye bilinen problemle ilgisi
vardir.

*hkkkkkkk

4. Potts eslekligi: N konumlu kare bir aga yerlestiriimis Potts spinlerini dusundn,
si=(1,2,---,q), oyle ki en yakin komsulariyla

_BH =K Z 5si,3j
<1y>

Hamiltoniyeniyle etkilegsinler.
(a) Yuksek ve dusuk sicaklik serilerindeki ilk birkag terimi kiyaslayarak, veya baska herhangi
bir ydontemle, b6lisim fonksiyonunun, bir = fonksiyonu igin

Z(K) = qe?NKE {G_K} = q_N [eK +q— 1} 2N

(1]

e —1
6K+(q—1)]

6zelliginin oldugunu gdsterin, ve buradan K.(q) kritik noktasini bulun.
e Disik sicaklik agilhimi

Z = qe*VE {1 + N(g—1)e ¥ 1. ] = ¢e?NE= [e_K}
halini alirken, ylksek sicaklik agilimi

2N
7 = €K+q_1] 7

q

K —1 4
1+ N(g—1) 7eK+q—1 + .-

e —1
e +q-1

2N

(1]

e

halini alir.
= i¢in yukaridaki serilerin ikisi de aslinda aynidir, ve

R e —1
et = ———
e +q—1
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esleklik sonucunu, ve kritik (6z-eslek) noktasini

K.=K., = K.,=I(/q+1)

olarak verir.

(b) Z(K) igin esleklik ifadesinden, i¢ enerji U(K) = (H) = —01In Z/0In K igin benzer bir iligki
¢ikarin. Bu sonucu kullanarak, U’nun kritik noktadaki tam degerini hesaplayin.

e Bolisum fonksiyonu igin esleklik bagintisi

K
— Zle K| = K =|¢ =1
nZ(K) =Ing+2NK +InE [e¥| = —=NIng+ 2N [eX + ¢ 1] +InZ eK—i—q—J
verir. Bundan sonra, i¢ enerji

U(K)i 8 o - K —/ —-K
—— = e nZ(K) = 2N —e NIz [e }

K K K _q

B + ae In= |2
eK+q—1 " (eX+q—1)2 eK+q-1

ifadesinden elde edilir. In=’, In="1n argimanina gore tlrevidir, ki genel olarak degeri bilin-
mezdir. Ancak, K. kritik noktasinda, yukaridaki ifadenin In=’ ylksek ve dislk sicakliktaki
ifadeleri aynidir. efc =1 4 \/q yerlestirerek,

In=

2N InE

!/
C

—1+\/a \/a—kl_'_\/a, == lnE'C:WN
ve
—Ugic) =N <2 — \%‘jq) ., = U(K.) = NKC\/Q\/—;: !
elde ederiz.

*kkkkkkk

5. Esydnsliz Rastgele Yirimeler: Kare ag Uzerinde, (0,0) orijin noktasindan baslayan bitiin
rastgele yUriyls toplulugunu distiniin. Her yariyGsin agirhigr te x tf}‘ olur, burada ¢, ve ¢,
sirasiyla, = ve y ydnindeki adimlarin sayisidir.

(@) (z,y)de biten bitun ydriyUslerin toplam agirhigini W(z,y) hesaplayin. W’nin sadece ¢ =
(tz +ty)/2 < t. = 1/4 igin iyi tammh oldugunu gésterin.

¢ (0,0|W(£)|z,y)’yi (x,y)'de biten, £ adimli yirGyuslerin toplam agirligi olarak tanimlarsak, ders
notlarinin VI.F bélimindeki adimlari takip edebiliriz. Esyénsiz durumda, denklem (VI1.47)yi (¢
kere uygulanmis), kolayca

(29T s, ay) = D (2, ylT2", v} ¥ |gw, qy)

!l
x?y

= (2t,cosqy + 2ty cos qy)£<x, Y|qz, qy)

olarak yazabiliriz, burada (z,y|q,, q,) = €%ty /\/N. W(z,y) = 3,(0,0|W (¢)|z,y) oldugu
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icin, Fourier donasimu
W(QxaQy) = ZZ<O7O|TZ’;UJy><$7y|QZ‘7Qy>
¢ zy

= Z(th cos gz + 2t, cos q,)" =
L

1
1 — (2t cos gy + 2ty cos qy)

olarak kolayca hesaplanabilir. Son olarak, geriye Fourier donisimi yaparsak

T d2q

W(z,y) = W (qa, gy)e~"0m 100 = /
() /_ﬂ oz (4 4y)e L (27)2 1 — (26, cos @y + 2t, cOS qy)

T qu e~ MxT—1qyy

Serinin toplami 2t,, + 2t, < 1 oldugu slrece anlamhdir (btlin ¢'lar i¢in), yani ¢ = (t, +t,)/2 <
t. = 1/4igin.

(b) Blyik z ve y igin, ve gegise yakinken W (z,y) = sabit egrilerinin sekli nedir?

e BUyUk z ve y i¢in, yukaridaki integrale asil katki kiigik ¢’lardan gelir. ¢, ve ¢,’de ikinci derec-
eye kadar, integrali alinan ifadenin paydasi

1= 2(ty + ty) + tog? + tyq?

olur. Bundan sonra, ¢! = v/tg; tanimi ile,

-/
0o d2q/ e—idv

Wz, %/
@y~ (2m)2/Ealy 1 — 2(tg + 1) + o2

elde ederiz, burada integral sinirlarini sonsuza uzattik, ve v = (%, %) Payda dénmeler
altinda degismez oldugundan, integral sadece v vektériiniin genligine bagli olabilir. Bir bagka

deyisle, W(z,y),

elipsleri boyunca sabittir.
(c) Ortalama adim sayisl, (¢) = (¢, + ¢,), t t.'ye yaklasirken nasil iraksar?
e / uzunlugundaki batun yarGyGslerin agirligi, son noktalarindan bagimsiz olarak,

> (0, 0[W (0)|z, y) = (0,0]T gz = 0,qy = 0) = (2t + 2t,)" = (48)"

x?y

olarak verilir. Bundan dolayi

Y4t 0 0 14
O =5 = Youp ™ l;@ﬂ BRI R A

yani _
(0= ——

te —1

t tekil de@eri civarinda dogrusal olarak iraksar.
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*kkkkkkk

6. Esydnsliz Ising Modeli: Kare ag (izerinde, Hamiltoniyeni

_BH = Z(Kxax7y0'x+1,y + Kyo-:r,yo-x,y-i-l)
x?y

olan, yani z ve y yénlerindeki bag kuvvetleri farkli olan, esyénsiiz ising modelini diistinelim.
(a) Metinde tarif edilen yontemi kullanarak, bu modelin serbest enerjisini hesaplayin. Gikarimin
her adimini yazmaniz gerekmez. Sadece, esydnsizlikten dolayi degistiriimesi gereken
adimlari gosterin; ve In Z/N igin sonucu hesaplayin.
[ ]
—0H = Z(Kzoxyyaw_l,y + Ky0upyOpy+1)
z,y

Hamiltoniyeni
7 = 2(2 cosh K, cosh Ky)Nt%”tf]J

ifadesine goéturdr, burada t; = tanh K;, ve toplam btin kapal grafikler Gzerindendir. Esyonli
durumu genigleterek

[ = —— =1In(2cosh K, cosh K)) Z O\W*(fx,f )|0)

2Ly

burada

<O\W* (€x7£y)|0> _ ;i(_l)kes@melerin sayisl
ve Usli toplam, (0,0)’'dan (0,0)’a, U dénlsslz, batlin yénlendirilmis (¢,, ¢,)-adimli yariyUsler
Uzerindendir. Esy6nli durumda oldugu gibi, bu, denklem (VI.66)'da tanimlanan, ve Fourier
dbénlstmu ile blok kdsegenlestirilebilen 4N x 4N’lik matrisin kuvvetlerini alarak hesaplanir.
Ancak, her elemani ¢t ile garpilan, egyonli durumdan farkli olarak, burada sirasiyla t,. ve t, ile
carpihr, ve

f =In(2cosh K, coshKy)+;/ ((212(§ izIn[1 —T(q)*]

elde edilir, buradan

izIn[1 —T(q)*] = Indet[l —T(q)*]
= In [(1 +12)(1 + t?/) —2t,(1— tf/) cos gz — 2t,(1 — t2) cos qy}

0 cosh 2K, cosh 2K, — sinh 2K cos g, — sinh 2K, cos g,
cosh? K, cosh? K,

elde edilir ki

2

1
f=In2+ 3 @ ?2 In(cosh 2K, cosh 2K,, — sinh 2K, cos g, — sinh 2K, cos g,
T
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(b) Serbest enerjinin tekilliginden, kritik sinir (K, K,) dizleminde bulun. K, = f(y kosuluyla
ortiistugini gosterin, burada K, K'ya standart eslek etkilesimi gdsterir.
e Logaritmanin arglimani ¢, = ¢, = 0'da en kiiguk degerini alir, ve

cosh 2K, cosh 2K, — sinh 2K, — sinh 2K,

1 2
= 5 (eKJ”./cosh2Ky —-1- e_K“./coshQKy + 1)

ifadesine esittir. Dolayisiyla, kritik gizgi
2K cosh2K, +1
p= [ T — coth K,
c cosh2K, — 1 coth By

1
sinh2K, = i(cothKy —tanh K) =

ile verilir. Bu kosulun
1
sinh 2K,

olarak yazilabilecegine dikkat edin, yani, kritik sinir K, = K, olarak tasvir edilebilir, burada
eslek etkilesimler K ve K, sinh 2K sinh 2K = 1 olarak iligkilidir.

(c) In Z/N’nin tekil kismini bulun, ve esy6nsuzligun Gstel ve genlik oranlarinda kritik davranisi
nasil etkiledigini yorumlayin.

e Esydnsiiz durumda, In Z/N’nin tekil kismi

1 d? 2 2
fr = 3 / #ln [(eKI\/coshQKy —1- e_Kz,/coshQKy + 1) + Z % sinh 2K

i=x,y

olarak yazilabilir. Bu ifadeyi, esyénli durumdaki serbest enerjinin tekil kismina benzer bir

sekilde yeniden yazmak igin,
@ = sinh 2K; %

ot = eKI,/cosh 2K, —1— e*KI,/cosh 2Ky +1

alahm ((K,, K,) kritik siniri kesen bir egri boyunca aktikga dogrusal olarak sifira gider). Bundan
sonra,

ve

f 1 / d2q/ 1 (5t2 + /2)
= n
I~ /Smh2K,smh2k, ) (27)? 1

elde ederiz. Dolayisiyla, kritik sinira yaklagtikga (sinh 2K, sinh 2K, = 1), esyonstiz durumdaki
serbest enerjinin tekil kismi gittikce daha ¢ok egyénli duruma benzer, ve Usteller ve genlik
oranlari, esyénsizlikle degismez. (Genliklerin kendisi tabi ki konuma baglidir)

*kkkkkkk

7. d = 2 Ising modelinin arayiiz enerjisinin Mdiller-Hartmann Zittartz tahmini:
(a) Kare agda, bir yénde tekrarlanan sinir kosullu bir araylz distnin. Sarkintilari ve adalari
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ihmal edersek, dizilimler 1 < n < L igin, h,, yukseklikleri ile isaretlenebilir. Esybnsiiz (K, K,)
etkilesimleri olan ising modeli icin, = ydniindeki bir aray(iziin enerjisinin

—fH = —2K,L — 2sz |hnt1 — B

oldugunu gosterin.

e Doyurulmamig her (+—) bagi igin, enerji, temel durum enerjisine gére 2K; kadar artar, i = x
eger doyurulmamis bag dik ise, ve i = y eger yataysa. Sallananlari ve adalari ihmal edersek,
araylizdeki yatay baglarin sayisi L iken, dikey modlarin sayisi >_,, |hn+1 — hy| olur, Ki

L
—BH = —2K,L — 2K, Y |hns1 — hy

n=1

verir.
(b) SGtundan sutuna tasima matrisini (h | 7' | ') yazin, ve kdsegenlestirin.
[ ]

(h|T|h') = exp(—2K, — 2K |h' — h|)
olarak, veya matris seklinde

H
1 e 2Ke p4K. . o—HEK, —HEK, 25 -1)Ke . 2K,

e

T — 2Ky o—2Kx 1 02Kz 672(g71)KI e—2(%+1)KI o—HK: . oK

tanimlayabiliriz, burada H, agin dikine boyutudur. H — oo limitinde, T kolayca
kdésegenlestirilebilir, ¢cinkl her satir, bir dncekinden situnlari tek kaydirarak elde edilebilir.
Boyle bir matrisin 6zvektorleri, birin karmagik koklerinden elde edilir (bu, 6teleme simetrisi olan
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bir sistemin, Fourier modlarinda kdsegenlesmis olmasi durumuna denktir.).

27 - 27 - 27 - 27
<6z7,617'2, 61?'3, . ,GZT'(HJFI))
6zvektorinin 6zdegeri
H+1 "
e = e—QKy Z Tlnezf.(n—l)
n=1

olarak verilir. k =1,---, H 4+ 1’e karsilik gelen H + 1 tane 6zvekt6ri olduguna dikkat edin.

(c) (b)deki sonucu kullanarak, veya herhangi baska bir yontemle, araylz serbest enerjisini
hesaplayin

e H — oo limitinde

H+1 H/2
/\1 _ 6—2Ky Z Tln _ 6—2Ky 142 Z e—QKIn
n=1

n=1

H/2
= ¢ 2Ky [9 Z e 2K _ 1| = ¢ 2Ky coth K,

n=0

Slmdl, F = —LkgT1In ).
Alternatif olarak, b6ligim fonksiyonunu dogrudan toplayabiliriz:

L L
Z = e MY exp (—21?(z > g1 — hn\> = e 2L [Z exp(—QK:E‘d’)}
d

{hn} n=1
L
L
= |e v |2 Z e 2Hed _q = <672K9 coth Kg;)
d>0
ki
F = —LkgT [In(coth K,) — 2K,

verir.

(d) Araylz serbest enerjisinin yok olmasi igin, K, ve K, arasindaki kosulu bulun. Orijinal 2d
Ising modelindeki kritik sinira karsilik geliyor mu?
e Araylz enerijisi,

coth K, = 2Ky

icin yok olur, ki daha dnceki bir problemin sonucu ile gakisir. Bu, uzun dalgaboylu salinimlarin,
arayuzler gibi, kritiklikte diizenin bozulmasindan sorumlu oldugunu gosterir.

*kkkkkkk

8. Esydnslz Landau Teorisi: d boyutta, n bilesenli miknatislanma alanini distintn.

(a) Esydnsizlik Uzerine dnceki problemleri rehber olarak kullanarak, Landau-Ginzburg Hamil-
toniyenini uzamsal esyénsizIigi icerecek sekilde genellestirin.

e Farkli uzamsal yonlerde, farkl ciftlenim sabitleri ile beraber spin uzayinda donme altinda
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degismezlik kosulunu koymak, Hamiltoniyende asagidaki ana terimleri verir:

d N
o= [ ate | s Kiom om -
BH = /d x l2m(x) +; > 02: O, + um(q)
(b) Bu tir esydnsizlikler “6nemli” midir?
e Acikca, goriinen esydnsizlik
o =5,
[ KZ 2

yeniden dlgeklenmesi ile ortadan kaldirilabilir. Uslii uzay koordinatlari cinsinden, Hamiltoniyen
esyonlidir.  Ozellikle, evrensel ozellikler, esydnsiiz ve esydnli durumlarda 6zdestir, ve
dolayisiyla, esydnsizlik “6nemsiz”dir (K;’ler hig biri yok olmadigi slrece).
(c) LaaCuOy4’te, Cu atomlar, dizlemlerdeki kare bir ag Uzerine yerlegmistir, ve sonra diizlemler
biraraya konmustur. Her C'v atomu bir “spin” tagir, bu spinin klasik oldugunu ve uzayda her-
hangi bir yoni gdsterebilecegini varsayacagiz. Duzlemde g¢ok kuvvetli antiferromanyetik
etkilesimler vardir. Ayrica, ard arda gelen dizlemleri hizalamaya ¢aligsan ¢ok zayif bir etkilegim
de vardir. Disik sicaklik manyetik fazi kabataslak ¢izin, ve diizen-dlizensizlik gegisinin hangi
evrensellik sinifina ait oldugunu belirtin.
e Klasik spinler icin, bu antiferromanyet ve ferromanyet ciftlenim birlesimleri, saf ferromanyetik
(esybnsiiz) sisteme denktir, clinkl iki alt agdan birindeki biitlin spinlerin, zit isaretle yeniden
tanimlayabiliriz (mesela bolisim fonksiyonunda). Bundan dolayi, kritik davranisi d = 3, n = 3
evrensellik sinifina aittir.

Genede, 6yle bir sicaklik araligi vardir ki, dizlem i¢i bagdasikhk uzunlugu ag araligindan
uzunken, dizlemler arasi bagdasiklik uzunlugu ag araligi mertebesindedir. Bu durumda sis-
temin davranisi d = 2, n = 3 teorisi ile iyi tasvir edilir.

*kkkkkkkk

9. Esydnsliz Dogrusal olmayan o modeli: n bilegenli,
1
BH = /ddx [QT(Vg)Q + gs?

Hamiltoniyenine sahip, 5(x) = (s1, "+, 5n), Yo 52 = 1 olmak lzerek, spinleri diiginin. g = 0
icin, renormalizasyon gurubu denklemleri, mesafeleri b = e’ carpant ile, ve spinleri ¢ = bvs, y, =
—%T olmak Uzerek, carpani ile yeniden dlcekleyerek elde edilebilir, ve asagidaki denklemi

verirler:

dr (n—2), 3
burada e =d — 2.
(a) Sabit noktayi, ve termal 6zdeger y7'yi bulun.

e dT'/dl’yi sifira esitlersek, sabit nokta

2me
n—2

T = + 0(62)
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olarak elde edilir. Yineleme bagintilarini dogrusallagtirmak

-2
yr = —€+ (n7T)T* = +e+ O(?)

verir.
(b) g icin renormalizasyon gurubu denklemini, yukaridaki sabit nokta civarinda yazin, ve karsilk
gelen 6zdegeri y, elde edin.

ez — bx' ve § — (& yeniden dlceklemeleri, g — ¢’ = b%(?g verir, ve dolayisiyla

n—1 1

€e=2—

2
n—2 n—26+o(6)

—1
Yo =d+2ys=d— "= T =2+e—
2w

(c) Faz diyagramini T' ve g’'nin fonksiyonu olarak, fazlari gésterek ve ¢ — 0 iken faz sinirinin
sekline dikkat ederek, kabataslak cizin.

e g ile orantil terim, donme simetrisini kaldirir ve problem ¢6zme saatlerinde tartigilan ikili kritik
faz diyagramini verir. g < 0 igin fazin 1 yoninde dizeni varken, g > 0 igin, 1 yonline dik
(n — 1) yénden herhangi birini tercih eder. g — 0 iken, faz sinirlari g « (67)¢ olarak davranir,
b = yy/ys ~ 2/e+ O(1) olmak iizere.

’Iﬁ,(x) = '777,6,;#1 | // »
slirekli faz
gegcisleri

slireksiz faz
. gegisleri

N

m(x) = mé; I

diizensiz
faz

*kkkkkkk

10. Matris modelleri: Bazi durumlarda, dizen parametresi bir vekior yerine bir matristir.
Mesela, Uc¢gensel (Heisenberg) antiferromanyetlerde, her spin Gglist, 120° ile hizalanarak,
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yerel olarak bir dizlem belirlerler. Bu diizlemin sistem boyunca degisimleri 3 x 3’lik bir ddnme
matrisi ile gosterilir. Bu problemin genellestirilmig halini tasvir etmek icin dogrusal olmayan bir
o modelini agagidaki gibi olusturabiliriz.

BH = % / d'xiz [V M (x) - VM7 (x)]

Hamiltoniyenini digtnln, burada M, reel, N x N ortagonel bir matristir, ve ‘iz iz alma islemini
gOsterir. Ortagonellik kosulu, MM™ = MTM = I, burada I N x N birim matristir, ve M” devrik
matristir, Mfg = Mj;. Boligiim fonksiyonu, bitin matris fonksiyonelleri Gzerinden toplama
yaparak elde edilir:

7= [ DME)3 (MM (x) = 1) #7010

(a) Hamiltoniyeni ve ortagonellik kosulunu, M;;, (7,57 = 1,---,N) matris elemanlari cinsinden
yeniden yazin. Sistemin temel durumunu tasvir edin.
¢ Matriks elemanlari cinsinden, Hamiltoniyen

K
BH = Z/ddmZij -V M;;
1,3

halini alir, ve diklik kosulu
> My Mjy, = b
k
olur. VM;; -V M;; > 0 oldugu igin, herhangi bir sabit (uzamsal olarak diizgiin) ortagonel matris,
temel durumu olusturur.
(b) Simetrik ve anti-simetrik matrisleri

g

seklinde tanimlayin. gH ve ortagonellik kosulunu, o ve © matrisler cinsinden ifade edin.
e M =o0+7nve M = o — 7 oldugundan,

(M +MT) =0T
(M —MT)=—xT

D= N =

== [ @iz (Vo +m) Vo —m) = 7 [z [(Vo)? - (vnY]

burada (kolayca kontrol edilebilecegi gibi) Vo ve Vr matrislerinin komutatorlerinin sifir
oldugunu kullandik. Benzer sekilde, diklik kosulu

o —m?=1

seklinde yazilir, burada I birim matristir.
(c) DOzenli durum M (x) = I etrafinda kdglk salinimlari disinun. o’nin 7’nin kuvvetleri cinsin-
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den

1 T

o=1- 5T + -
seklinde yazilabilecegini gosterin. Ortagonallik kosulunu kullanarak, o integralini alin, ve H
icin 7’de dordiincli dereceden bir ifade elde edin. ki farkli tiirden dérdiincli derece terim
olduguna dikkat edin. Delta fonksiyonunun argumani tarafindan yaratilan terimleri dahil et-
meyin. Metinde, dogrusal olmayan o modeli icin gdsterildigi gibi, bu terimler sonucu en disik
mertebede etkilemez.
[ ]

ol=T+nm’=1—nn’
ifadesinin karekdkinl almak

o=1- %Trﬂ'T +0O(rh)

verir (I — 7x” /2’nin karesini alarak kolayca kontrol edilebilir.) Simdi, o’nin integralini alarak,
Z = /DW(X) exp {{j/ddm’iz [(Vw)z 1 (V(WTT))Q }

4
elde ederiz, burada Dr(x) = [l;s,; Dmij(x), ve 7 kosegeninde sifirlar olan, ve kosegenin
altindaki elemanlar 7;; = —m;; olan bir matristir. Deltanin argimanlari tarafindan yaratilan
terimleri katmadigimiza dikkat edin. Bdyle terimler, ki 7 integralinin él¢citiiniin simetrik olmasini
saglar, en disik mertebede K’nin renormalizasyonuna katki vermez. Dérdiincli mertebeden
terimlerin katkisinin, = ve V'nin yer degistirememesinden dolayi, iki tiirli olduguna dikkat edin.
Gercekten de

[V (7T7TT>}2 = [V <7T2)}2 = [(Vm)7 + nV7]?
= (Vo) (Vm)m + (Vm)n? - V7 + 7(Va)r + n(Vr)r - V7

ve, iz, devirli yerdegisimlerle degismedigi igin,

iz [V(TMTT)} * 9z [(wVw)z + 7T2(V7T)2}

(d) N-vektor diizen parametresi icin, N — 1 Goldstone modu vardir. Ortagonel N x N dizen

parametersinin N(N — 1)/2 bdyle moda yol agtigini gésterin.

e 7’nin antisimetrisi, N x N matris elemani igin, N (N +1)/2 kosul getirir, ve dolayisiyla matrisin

N2 — N(N +1)/2 = N(N — 1)/2 bagimsiz bileseni (Goldstone modlari) vardir. [Benzer O(n)

modelindeki hesapta, spinlerin genligini bire esitleyen bir kosul vardir; ve geri kalan n — 1 agisal

bilesen Goldstone modlaridir.]

(e) AH'in ikinci derece kismini diistiniin. iki nokta bagdaslik fonksiyonun, Fourier uzayinda
(2m)%%(a + d')

(mij()mu(d)) = K [0ir0j1 — 0adji]
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oldugunu gosterin.
e m;;(q) Fourier bilegenleri cinsinden, (c)'deki Hamiltoniyenin ikinci dereceden kismi

K d’q
BHo = 5 Z/?qzlmj(Q)\Q
<]

olur, ki asagidaki ¢iplak beklenen degerlere yol acar:

(2m)%6%(q + q')
Kq?

(mij(@)mij(d))o =

ve
(mij(@)mr(d))o = 0, eger (i) ve (ki) giftleri farkl ise

Dahasi, 7 antisimetrik oldugu igin,
(mij(@)mji(d))o = —(mij(@)mi;(a))o
ve dzellikle (m;;(q)m;;(d’))o = 0. Bu sonuglar

dsd I
(mij()mr(d))o = (2m) (SK(; rd) (dirdj1 — dudjk)

olarak 6zetlenebilir.

Simdi, ¢g'degeri A\/b < |q| < A kabugundan olan M~ (q) modlarini kaldirarak, renormaliza-
syon gurubunu olusturacagiz.
() Bu modlari kaldirdiktan sonra, diisiik sicakliklarda, (iz(¢)); kabalagtirimis beklenen
degerini hesaplayin. iz(M’) = iz(¢') = N yapan, M'(x') = M<(x)/¢ élcekleme garpanini
belirleyin
« Kisa dalgaboylu salinimlarin sonucu olarak, izo

<iZO’>O> = <iZ<I+7r22—|-...>> %N—I-%GZWQ)(?

0
1 ~ ~ 1
= N+2<Zmﬂrﬁ> =N — <Zw§j> :N—Q(N2—N)(7r§j>5
0 i#] 0

i#j
N—-1 [ qig 1 N -1

_ _ =N|1- Iy(b

N<1 2 /A/b (27r)qu2> [ o Lal )]

ifadesine indirgenir. izM’ = izo’ = N’yi yeniden sadlamak icin, matrisin biitiin elemanlarini

N | =

N -1

—1—
¢ 2K

I4(b)

ile Olgekleriz.

NOT: Ortanormal bir M matrisinin tersi vardir (M~ = M7), ve dolayisiyla, kdsegenlestirilebilir.
Kdsegenel halde, devrik matris, matrisin kendisine esittir, ve dolayisiyla karesi birimdir, ki bu da
her 6z degerin ya +1 ya da —1 oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, eger M, birim matrise ¢ok
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yakin secilirse, biitiin 6zdegerler +1 olur, ve izM = N (iz koordonat bazindan bagimsiz oldugu
icin)

(9) Tedirgeme kuramini kullanarak, kabalastiriimis ciftlenim sabitini K hesaplayin. Sadece,
BH'deki (Vr;;)? terimini dogrudan renormalize eden iki diyagrami hesaplayin ve

N A diq 1

K=K+ — il
2 Jap (2m) g2

oldugunu gosterin.
¢ Daha blylk ve daha kigtlk modlari ayrigtirarak, bélisim fonksiyonunu

7 /DW<D7T>6—BH§—BH5+U[W<J>] _ /Dﬂ<e—6f£—ﬁ7-l§ <€U>;

olarak yazariz, burada H, ikinci dereceden kismi, ve

U ==-—% Z /da: [(Vmig)min - (V) ms + w0 (Ve) - (Vi) m)
1,5,k

ddQlddQ2ddQ3
Z @ 3d [(a1-93+q2-qs) -
gkl )

i (1) ik (q2) T (a3) T (—a2 — a2 — q3)]

ifadesini gosterir. U’de birinci mertebeye kadar, asagidaki iki ortalama, K’nin renormalizasy-
onuna katki verir:

, ddQ1ddQ2ddQ3 >
0 5 X [T () - e - ), (a2 ) ) )
.5,k

K (A dlg 1 At dlq
= 8 (/A/b (27r)d Kq/2> /0 dq ZWU

ve

) d?q1d?godiqs g - -
(i) Z e Z (a2)7; (—a1 — a2 —q3) ) (a2 - q3)m5;(a2) g (as)
0

Jkrl i#7,l

K A dlg 1 A dlq
) [(N_l)//\/b (2m)d Kq’Q] (/0 dq ijk Vi (=

iki katkiy! da toplayarak, etkin giftlenim

K K K_ [N dq 1 . N
== N —, yani K=K+ —Ib
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(h) (f)deki sonucu kullanarak, matris yeniden 6lgeklemesinden sonra, K’ igin RG denkleminin

N2/A d'q 1

K/ _ bd*? K _
[ 2 Jap 2m)7 q?

olarak verildigini gosterin.
e Kabalastirma, alanlari renormalize etme,ve yeniden Olgeklemeden sonra

N -1

K' = v 22K =yt 2 [1 — Id(b)} K {1 + g{ld(b)}

N -2

= b2 [K — I(b) + O(1 /K)}

yani, banal olmayan en digik mertebede,

N-2 A qig 1

_ 73d—2
K,—b K— 2 / 2 d72
A (2m)4 q

() T = 1/K igin, differansiyel RG denklemlerini b = 1 + 6¢ alarak elde edin. d < 2 ve d = 2 igin
akiglari kabataslak cgizin. d = 2 + e igin, T, ve kritik Ustel »’yU hesaplayin.
e Differansiyel yineleme bagintilari, gok kiigik b = 1 + §¢'den

K' =K+ %5@ = [1+4(d—2)8(] |K — %KdAd_zéf

olarak elde edilir, ki
dK N -2
— =(d-2)K - —— K A2

verirr. T = 1/K igin Kkarsilik gelen denklemi elde etmek igin, yukaridaki bagintiyr —K?'ye
bolerek, . N

S _ 7_2 d—2m2

¥, =2-d)T+ 5 K4\~ =T
elde edilir. d < 2 i¢in, her zamanki iki ilging olmayan sabit nokta vardir: 0 (karasiz) ve oo
(kararli). Sistem, yuksek sicakliklara, kabalagtirma ile eslegtirilir. Aynisi d =2 ve N > 2 igin de

gecerlidir.

d > 2 icin, 0'da oc’da kararlidir, ve ilging bir sabit nokta sonlu sicaklikta ortaya ¢ikar, ve
dT'/d¢ = 0 ile verilir, yani
2(d—2) dre

* _ 2
= —okrpa—= - N=2 %)

Sabit noktanin civarinda, akislar

. d<dT>
o = [ (G

(1 + €50)5T

B 54 57 = {1+ [(2— d) + (N — 2)KaA"21"] 56} o7
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Dolayisiyla,
6T = 76T = (1 + yrdl)dT

ifadesinden, yr = ¢, ve
,- L
€
elde ederiz.
(j) Hamiltoniyene eklenen kigUk bir simetri kiran terimi —hfddxiz(M) ddstinin. A’nin renor-
malizasyonunu bulun ve kargilik gelen y;, Ustelini belirleyin.
e Herzamanki gibi, h

B = wap:u+dw)0r—A;;UQNi%Qh
_ CN-1 i 2}
_ [H(d e Kl )55+0(5z) h

denklemine gére renormalize olur. ' = b¥»h = (1 + y,d¢)h ifadesinden,

N -1
2K*

N-—-1 €
KA —d— " —(d—92) =9 —
d d (d ) N —2

2
N 2 + O(e%)

yp =d—

elde ederiz.

RG ve simetri ispatlarini birlegtirerek, 3 x 3 matris modelinin, tedirgemeli olarak N = 4
vektdor modeline bitliin mertebelerde esit oldugu goésterilebilir. Bu, yiginlanmis Gggensel anti-
ferromanyetlerin, O(4) evrensellik sinifinin bir ger¢ceklemesini sundugu anlamina gelebilir; bkz.
P. Azaria, B. Delamotte, ve T. Jolicoeur, J. Appl. Phys. 69, 6170 (1991). Ancak, tedirgeme
digi (topolojik 6zellikler) S.V. Isakov, T. Senthil, Y. B. Kim, Phys. Rev. B 72, 174417 (2005)'de
tartisildigi gibi, bu denkligi ortadan kaldiriyor gibi gérintyor.

11. Pdriizlesme gecisi: d = 3'te
K
mm:—g/fgwﬁ

Hamiltoniyeni ile tarif edilen sirekli arayliz modelini disinln, burada h(x), x noktasindaki
arayuzun yUksekligidir. Kristalize bir yiz igin, 2’nin mimkin degerleri, ag araliginin katlaridir.
Sareklilikte, »’nin tamsay1 degerleri igin egilimi, Hamiltoniyen’e

—pU = yo/d2xcos(27rh)

terimi eklenerek taklit edilebilir. —3U’yu tedirgeme olarak ele alin, ve agsagidakileri takip ederek,
renormalizasyon gurubunu olusturun:

(@) X0 4o = 0'igin

<exp [iZQah(Xa)] > = exp [;( Y 40qC(xa — Xp)
0

a<f(
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oldugunu, aksi takdirde, sifir oldugunu ispatlayin. (C(x) = In|x|/2, iki boyutta Coulomb
etkilesimidir.)
e Hamiltoniyenin 6teleme simetrisi, (exp[i>_, gah(qa)])o’In >, g« = 0 degilse yok olmasini
<eXp {z Y 4o [h(aa) + 5]}>
o 0

saglar, ki asagidaki bagintidan ¢ikarilabilir:
>0
<exp [ianh(qa) >
a 0

oxp <¢5jgjqa> <exr>[ij{jqah<qa>
Son esitlik, H[h(x) + §] = H [h(x)] simetrisinden gelir. Gaussiyan ortalamalarin &zelliklerini
kullanarak,

<6Xp [iZQQh(Qa)1> = exp {—; ZQaqﬂ<h(Xa)h(xﬂ)>0]
« 0

ap
= exp [i %ﬁ: da4p <(h(q04) - h(Xﬁ))2>0:|

alabiliriz. (h(xq)h(xg))o niceliginin, h(x) — h(x) + § simetrisinden dolay! muglak olduguna
dikkat ediniz. 3", ¢, = 0 oldugu zaman, yukaridaki toplamdaki bu niceligi, yikseklik farkiyla
((h(xa) — h(x3))?),, ki bu simetriden bagimsizdir, yer degistirebiliriz. (Bu belirsizlik, yada
simetri, ikici dereceden ¢ekirdegin, sifir 6zdegere sahip olmasindan kaynaklanir, ki bu, tersini
alirken dikkat etmemiz gerektigi anlamina gelir.) Simdi, herzamanki gibi devam edebiliriz, ve

eiq.x(, _ €iq'xﬁ) (e—iq-xa _ e—iq-xB)]

. B < d0ts [ &g
<eXp [Z;qah(xa)‘|>0 = exp _azﬂ 4 /(2%)2 Kq?

d’q 1—cos(q- (xq — %
= exp ZqOJCIﬁ/(Qﬂf)IQ (qK(EQ ﬁ))]

La<pB

[ 1
= exp 174 Z 4093C (%o — x@]

a<fB

burada

2 — .
Coo= [ g lmena) _ Ly,
(2m)? q> 2t a

iki boyutta, a kisa mesafe sinirli Coulomb etkilesmesidir.

(b)

d2
(Ih(x) = h()*) = = 25Cr(x )

k=0
oldugunu ispatlayin, burada G (x — y) = (exp [ik (h(x) — h(x))]) olmak lzere.
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e Gr(x — y)’nin tanimindan,

0zdesligini buluruz.

(c) (a)daki sonuglar kullarak, Gy(x —y)yi y2 mertebesine kadar hesaplayin. (ipucu:
cos(2mh) = (emh + 6*2’”) /2 olarak alin. Ik terim, (a)daki sonuca gére yok olurken, ikinci
mertebe katki, yapi olarak, bu bélimde daha 6nce tasvir edilen Coulomb gaziyla 6zdestir.)

e ipucunu takip ederek, tedirgemeyi

U= yo/d2x cos(2mh) = % /d% {e2i7rh + e—2i7‘rhi|
olarak yazarz. G(x —y) = (exp [ik(h(x) — h(y))]) = (Gk(x —y)) icin tedirgeme agilimi

Gr) = (Gr)o— ((GrU)o — (Gr)o(U)o)
% ((GKU)0 = 20600 (U)o + 2(Gk)o(U)3 — (Gr)olU)0) + OU?)

olarak hesaplanir. (a) kismindan,
(U)o = (GrU)o =0

ve
2

_ (IX—y|>_W
- a

2

(Gr)o = exp [—l;{c(x -y)

Dahasi,

2
Uy = %0 / A2 dx" (exp [2im(h(x) — h(x"))])o

= U G o = U [ e [_ Crlex - x')]
ve benzer sekilde
(exp [ik(h(x) — h(y)] U)o =
= ng / d*x'd*x" exp {—];jC(x -y) - (2;?20()(' -x")
22 (et —x)+ Cly =) = S [0 =) + Oy = x)]}
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Dolayisiyla, Gi(x — y)’nin ikinci derece kismi

2 2 . 2
% exp [kC(x - y)] / d?x'd*z" exp liC(x’ - X//)] :

4 K
: {exp [QZ{:(C’(X -xX)+Cy—x" - Cx-x")-C(y —x’))] — 1}

ve
2 2 2 ! " Kk
Gplx —y) = e” ©OxY) {1 + %O/dzx’de”e’%c(x =) (G%D - 1) + O(yg)}

olur,burada D = C(x —x') + C(y — x") - C(x — x") — C(y — x/).

(d) Tedirgeme sonucunu, etkin bir etkilesme K cinsinden yazin, ve kritik bir K. den blyik K
icin, tedirgeme kuraminin uygulanamaz oldugunu gésterin.

e G(x —y) icin yukaridaki ifade, XY modelindeki girdaplardan olusan Coulomb gazinin renor-
malizasyonunda elde ettigimize gok benzer. Ders notlarindaki adimlari takip ederek, daha fazla
islem yapmadan

2 31 (2mk\?
Gr(x—y) = G%C(xy){l—kgifXQ(;) ><C(x—y)x27r/drr3e*%m

2 3]{/‘2 7 ln(r/a)
= e ®OxY) {1 + 7TK2 yaC(x —y) /drr3e_2lf</}

buluruz. ikinci mertebe terim, tstele atilabilir, ve etkin ciftlenim sabitine

1 17 sk 2/'00 3-21/K
== — —=e" drr3=27/
Ketkin K K? Yo a

seklinde katki verir. Acikca, yukaridaki integral iraksarsa, tedirgeme kurami tutarsizdir, yani
eger

7['
K>§ K.

(e) (d) kismindaki tedirgeme sonucunu, “ad araligini” a’dan ae”e degistirerek, K ve v, igin,
renormalizasyon gurup denklemleri haline sokun,

e integrali a’dan ab'ye ve abden oo’a kadar iki kisma béldilkten, ve ikinci kisimdaki integral
degiskenini, herzamanki integral limitlerini elde etmek igin yeniden dlgekledikten sonra,

1 _ i _ Lga%r/KyQ /“b drr3—2m/ K _ Lsa%-/K % y2b4—27r/K % /°° dr3—2m/ K
Ketin K K? 0 Ja K? 0 a

elde ederiz. (y? mertebesine kadar, fark yaratmadan, son terimde K veya K’ (asagida
tanimlanmisgtir) yazabiliriz) Bir bagka deyigle, kabalastiriimis sistem, sekil olarak ayni, ama
renormalize edilmig niceliklerler

1 1 7 ok o /ab 3-2
— == — —5a drr3=27/K
K~ K K2 M),
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ve

y62 _ b4—27r/Kyg

cinsinden tanimlanmis etkilesimlerle tanimlanir. b = e ~ 1 + ¢ ile, bu RG bagintilari, renomal-
izasyon gurubu akiglarini tasvir eden asagidaki differansiyel denklemler seklinde yazilir

{ 4 = ma'yg +O0lyp)

W= 2w +row)

(f) Yineleme bagintilarini kullanarak, modelin faz diyagramini ve fazlarini tartisin.

e Bu RG denklemleri, XY modelininkilere benzerler, (buradaki) K, Coulomb gazindaki 7"nin
yerini alir. Sifirdan farkli yo igin, K 6nemlidir, ve dolayisiyla, daha bulyilk degerlere akar
(tedirgeme alaninin digina) eder y, da 6nemliyse (K > 7 /2), ki diistik sicakliklarda (T ~ K1),
purlizsiz bir fazin var oldugunu ima eder. K’'nin kiigik degerlerinde, yo 6nemsizdir, ve akiglar
yo = 0 ve K < 7/2 olan bir sabit gizgide biter, ki yiksek sicakhklarda plrizli bir faza karsilk
gelir.

(g) Blylk |x — y| araliklari igin, gegiste, (|h(x) — h(y)|?)'nin sireksiz sigramasinin genligini
bulun.

e Gegisin civarinda uzun mesafe bagdasikliklarini hesaplamak istiyoruz. Denk olarak,
kabalastiriimis bagdasikliklari hesaplayabiliriz. Eger sistem, K = =7/2~ ve yo ~ 0da
hazirlanmigsa, kabalastirma altinda, K — 7/2~ ve yp — 0, ki

Gr(x—y) — (Gr)o = exp l—2ﬂk20(x -y)

verir. (b) kismindan,

4 2
=-Clx-y)=—5hlx-y|
k=0 T T

Diger taraftan, eger sistem K = 7/2%'da hazirlanmigsa, o zaman RG altinda, K — oo (K’'nin
6nemliliginin tedirgeme bdlgesinin diginda da gecerli oldugunu varsayarsak), ve

([h(x) = h(y))*) = 0
Dolayisiyla, gegiste, <[h(x) — h(y)]2>’|n genligindeki atlama
2
) In|x -yl
olur.

*kkkkkkk

12. Purizlesme ve esleklik: Bir onceki problemdeki Hamiltoniyenin kesiklegtirilmis halini
distndn, o6yle ki kare agin her i konumunda, tam sayi degerli bir ylkseklik vardir h;.
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Hamiltoniyen

Z |hi — h;|>

<i,5>

olarak verilir, burada “cc” kuvveti, Ah = 0 igin hicbir enerji maliyeti olmadigi; Ah = +1 igin
K /2 kadar enerji maliyeti oldugu, ve Ah = +2 veya daha fazla olmasinin, komsu konumlar
icin miimkdin olmadigi anlamina gelir. (Bu, sinirlanmis kati (izerine kati (SKUK) modeli olarak
bilinir)

(a) Eslek modeli diyagramatik olarak, veya su adimlari takip ederek olusturunuz:

(i) N konum degiskeninden h;, 2N bag degiskenine n;; = h; — h; gegin. n;;’nin herhangi bir
plaka etrafindaki toplaminin sifir oldugunu gdsterin.

(if) n tamsayilari igin, fOQ” dfe?™ )2 = 6, o 6zdesligini kullanarak, kosullari zorlayin.

(iii) Kosullari zorladiktan sonra, n;; degerleri Gizerinden toplami serbestce yaparak, komsu plak-
lar Gzerindeki eglek degigkenler 6, arasindaki eglek etkilesimi ©(¢; — ¢;) elde edin.

e (i) Bag degiskenleri n;; = h; — h; cinsiden, Hamiltoniyen

K o0
= -5 > Inijl
(ig)

olarak yazilir. Agik¢a

Z nij:hil_hi2+hi2_hi3+”'+hin71_h' =0

herhangi bir kapali ilmek '
clnki kapal bir ilmekte h;, = h;, olur.
(i) Bu kosul, N plakaya uygulanirsa, serbestlik derecelerini gériinirdeki 2N’den (baglar),
gergek say! N’ye indirir, ve bolisim fonksiyonu

7 = Ze ﬁHH(Sz(

{ni;}

ij) ’LJ’

halini alir, burada « indeksi NV plakay etiketler, ve n{; sadece eger (ij) bagi « plakasina aitse,
sifirdan farkhdir ve n;;’ye esittir. Kronecker delta’yi ustel gOsteriminde yazarsak

LENY | 27 do,, 60 o
Z = Ze 2Z:<w>| il H(/o gee %n”)

{nis} @

elde ederiz.
(iii) Her bag iki komsu plaga ait oldugu igin, baglari ij yerinde o ile etiketleyebiliriz, ki buradan

002 o
)

> {—Ignaﬁl‘” ti0a = 95)”‘*5}>

(aB)

Z exp <{—[§na3]°° +i(0y — Gﬂ)na5}>

(aB) aB
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elde ederiz. Her plaka ayni yonde gecilirse, komsu plakalardaki kisitlama degiskenleri 6, ve
83 icin, nog zit yonlerde olur (zit isaretlerle) olur. Simdi, serbestce bag degiskenleri lizerinden
toplayabiliriz, ve

K
Z exp <—|n| + (0 — Qg)n) =1+ %2~ % cos(fo — 6p)
n=0,+1,—1 2

oldugui igin,

(H/ )exp (Z In 14 2¢ % cos(fa —9@])

(af)

(b) Buylk K igin, eslek problemin sadece XY modeli oldugunu gdésterin. Bu sonug, bir 6nceki
problemde renormalizasyon gurubu ile elde edilen sonugla tutarli midir? (Ayrica, ilmik modeli
ile baglantiya da dikkat edin.)

e Bu ilmik gazi modelidir, ve blyUk K igin,

In 1+2€7% cos(B, — 0 ~ 2% cos O, — 0
B B

ve
2r do > 2e= % cos(0a—03)
7 = - (aB) a™v8

Bu ise, eger
K
KXY =4de 2

olarak saptarsak, XY modelinin bdlisim fonksiyonundan baska birsey degildir, ki disik
sicaklik pirizlesme probleminin XY modelinin yiksek sicaklik fazina, ve tersi, karsilik geldigini
buldugumuz bagka bir problemin sonuglariyla tutarhdir.

(c) Bu Hamiltoniyen'’in bir boyutlu uyarlamasinin, yani

K
—BH = =5 3 hi = hial?

Hamiltoniyeni ile 2d araylz, purtzlesme gegisi var midir?
e Tek boyutta, bélustiim fonksiyonunu dogrudan toplayarak

7 = Zexp(—zm @-+1|°°> Zexp<—2|m|°°>

{h } {nl}

= HZexp(—]m[ ) H(1+2 K/Q):(1+26—K/2)

(n; = h; — h;11) elde ederiz. Bodylece elde edilen ifade, N — oo limitinde, K’nin analitik
fonksiyonudur (0 < K < oo igin), ve dolayisiyla, sonlu sifirdan farkh sicakliklarda, faz gegisi
yoktur.

*kkkkkkk
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