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1. Giris ve Genel Bakis

Bu ders size Olasilik Teorisi’ne girisi ve Istatistigin temel araglarini verecektir. Olasilik,
ilgili belirleyicilerini tam olarak bilmedigimiz durumlari acgiklayan ve analiz eden bir
matematiksel yapidir. Modern hayatta, hepimiz, tiptan sosyolojiye kadar butun alanlarda
yapilan istatistiksel ¢alismalarin dizenli musterileriyiz ve olasilik muhakemesi ekonomi
ve finans alaninda son dénemde yapilan bir ¢ok tartismanin takip edilmesinde oldukca
onemlidir.

Bu dersin ilk yarisinda, olaylarda bulunan gergek riski - veya kigisel bilgi yetersizligimizi-
aciklamanin bir yolu olarak olasilik Uzerinde konugacagiz.

Ornek 1. Kredibilitesi diistik miisterilere verilen kredi de (Subprime lending), bankalar
normal miisterilerine gére geri 6deme olasiliklari daha diislik olan musterilere yeni nesil
ev kredisi ( mortgage) verirlerdi. Teminat olarak gésterebilecekleri fazla seyleri olmayan
olasi ev sahiplerine borg verme riskini idare etmek igin, bu sekilde verilen binlerce kredi
bir demet haline getirilip “mortgage destekli degerli kagit” olarak yeniden satilirdi, yani
krediyi ilk veren bankaya ne kadar geri 6deme yapilirsa yapilsin, banka degerli kagidi
elinde tutanlara s6z verdigi miktari 6demeyi taahhit ederdi. Sonunda, degerli kagitlar
havuzunun bir kag gesit tahvile dénlistiigi ¢cok karmasik finansal diizenlemeler ortaya
¢Ikti. Burada ilk tahvili elinde tutanlara 6demede 6ncelik verilirdi. Yani, diyelim ki, tahvilin
nominal degeri 10 milyon dolardir, geri 6demeler toplami ne zaman 10 milyon dolari
asarsa 6nce bu gruba édeme yapiliyordu. Bu durumda, ne zaman Onceligi olanlardan
para artarsa ancak o zaman nominal degeri dlisiik gruba 6demeler yapilabiliyordu.

Nasil olur da, belirtilen herhangi bir yeni nesil ev kredisi glivenli degilken, bir ¢ok risk
barindiran bir havuzdan olusan ilk grup giivende olabiliyordu? Daha diiglik énceligi
olanlar daha riskli oluyorlardi. — Niye? Geriye dogru bakildiginda, niye piyasanin
beklediginin aksine daha glivenli olan degerli kagitlar piyasadaki herkesin beklediginden
daha riskli oldular? Bliyiik Sayilar Kanunu hakkinda konugurken, ve hangi kosullarda
calisip hangi kosularda ¢alismadigini belirtikten sonra, bu konuya geri dénecegiz.



Genellikle, bu tir sorulari cevaplandirmak igin, sonuglarin dagilimi (nispi
olabilirlik gibi) hakkinda ¢ok sey bilmeniz gerekir, fakat bazi durumlarda daha azi ile de
idare edersiniz: Bazi durumlarda bir sonucun sadece beklenen degeri veya bir dagilimin
diger momentleri gibi “tipik” degerleri ile ilgilenirsiniz. Diger durumlarda sadece rasgele
bir deneyin ¢ok sayidaki tekrarinin ortalamasi ile ilgileniyor olabilirsiniz ve boyle
durumlarda her bir deneyin farkli sonuglarinin olabilirligi konusunda ¢ok sey bilmeden
blyuk rakamlar kanunu veya merkezi limit teoremi bazen size iyi bir tahmin verebilir.

Dersin ikinci yarisi, veriden kitle ve olasilik dagihmlari hakkinda nasil bilgi
edinilecegi sorusuyla ilgili olacaktir. Herhangi bir ampirik bilimde, timevarim problemi ile
karsilagabilirsiniz. Tumevarim birkag (belki biraz daha ¢ok) gézlemden genel sonuglar
cikarmaktir. Politik yoklamalarda (“sonraki baskanlik seciminde kimin igin oy
kullanacaksiniz?”), bir anket firmasi tipik olarak ylzbinlerce potansiyel segmen
arasindan en fazla birkag bin kisiye anket uygular. Tibbi deneylerde, bir ilacin etkinligi
konusunda birka¢ dizine katihmcidan elde edilen sonuglardan butin kitle igin
genellemeler elde etmeye caligiriz.

Eger ilgilendigimiz bir kitlenin (6rnedin bir genel segimde oy kullanabilecek bitln
secmenler gibi) yalnizca bir alt-grubundaki kisileri (6rnegin se¢gmenlerin rasgele bir
orneklemi gibi) gézlemlersek, cevaplandirmak istedigimiz soru agisindan (6rnegin belli
bir adayin oy orani gibi) bu 6érneklemin gercekten batin kitleyi temsil edip etmedigi
konusunda bir gesit belirsizlik olacaktir. Bu belirsizligi formule edip kullanimini pratik
hale getirmek olasilik teorisinin yogun kullanimini gerektirir.

Ornek 2. Mart 2003 yilindaki isgalden ii¢ buguk yil sonra, Irak savasinda élen siviller
Uzerinde yapilan tartismali ilk Lancet ¢alismasinda lilke genelinde1849 hane halkindan
olusan (toplam olarak 12801 kigi) bir rasgele érnekleme anket uygulanmistir ve hane
halklari tarafindan beyan edilen 6liim sayilari, 29 Milyonluk, tiim (lkedeki 6li sayisinin
tahmini icin kullanilimigtir. Calismanin yazarlari, isgalden sonraki ilk 18 ay igin 112 000
"fazla" 6lim tahminine ulastilar ve "%95'lik glivenirlikle" gergek rakamin 69000 ile
155000 arasinda oldugunu ifade ettiler. Bu ifadenin ne anlama geldigini daha sonra
derste gérecediz. Tahminin etrafindaki gliven araliginin genisligi, ufak bir alt-kitleden
bitiin llke icin hesaplamalar yapmanin kendi i¢indeki var olan belirsizliginin 6lcusudur.
Bu politik ve duygusal etkileri olan bir konu oldugu igin, ¢calisma bilimsel yayinlarda ve
bloglarda yogun bir tartisma baglatmigtir- tartismalari okumak uygulamada istatistigin
gercekten “nasil” yapildigi konusunda size ¢ok sey 6gretecektir.

2. Kime Teorisi ve Olaylar

2.1 Rasgele Deneyler



Tanim 1. Bir rasgele deney — en azindan teorik olarak- (a) sik sik ve ayni kogullarda
keyfi olarak tekrarlanabilir (b) ¢ok iyi tanimlanmis olasi sonuglar kiimesine sahiptir.

Bunun standart 6rnegdi yazi (T) ve tura (H) gibi iki sonucu olabilen madeni para
atmadir (paranin dik bir sekilde durma olasiligini gérmezlikten geliyoruz). istatistik
alaninin bir diger 6nemli deney turl bir se¢im sirasinda yapilan yoklamadir. Diyelim ki
oylama yapilan yerden gikanlar arasindan rasgele olarak segilen 2000 kisiye kime oy
verdiklerini sorduk. Kural olarak, secim guni oy kullanacak kitleden keyfi olarak cok
sayida 2000 kisilik orneklem secebiliriz. Dolayisiyla kogul (a)’'yi gerceklestirmis oluruz.
Bu deneyin sonu¢ kiimesi, secimde hangi aday icin oy kullandigini beyan eden segmen
sayisidir.

Tanim 2. Bir 6rneklem uzayi olan S, bir deneyin blitiin olasi sonuglarinin toplamidir.

Birgok amactan oturl, esas itibariyle olaylarin tek sonucuyla degil, olaylarin
batin sonuclar grubu ile ilgileniyoruz. Bu nedenle, izleyen bolimde deneyi kiimeler
cinsinden tanimlayacagiz.

Tanim 3. A olayi herhangi bir sonuglar toplami olabilir (bu, tekli sonucu, bos kiimeyi
veya Ornek uzayin tdmdinu igerir).

Eger gerceklesen sonug A olayinin bir elemani ise, o zaman A’nin gergeklegstigini
soyleyebiliriz.

Bir 6rnek olarak, simdi gegcen seneki baskanlik yarisini ele alahm. En basit
sekliyle, 6érnek uzayini (S) — mantiksal bir olabilirligi disindigimizde- Kasim ayinda
baskan olarak secilebilecek kisiler olarak tanimlayabilirdik (Ornegin, ilk deneme olarak
on secimlerin baslica adaylarina bakabilirdik).

S ={Clinton, Huckabee, McCain, Obama, Paul, Romney, Schwarzenegger }

Bu iyi bir tanimlama mi? Muhtemelen degil: Her ne kadar bunlar gerceklesmesi
en olasi sonuglar olsa da, mantiken baska adaylarin (bagimsiz olarak veya bir partiye
bagh olarak) sonradan yarisa katiimasini gérmezlikten gelmeyiz. Dolaysiyla daha
hatasiz, rasgele deneyin tanimi 6rneklem uzayini buyutecektir.

S = {Clinton, Huckabee, McCain, Obama, Paul, Romney, Schwarzenegger, Diger
Demokrat Aday, Diger Cumhuriyet¢i Aday, Diger Bagimsiz Aday }

Ancak olayi basit tutmak icin, simdilik bu olasiligr gormezlikten gelelim.



iigilenilen bazi olaylar sunlar olabilir:

“44nct Amerikan Baskani bir cumhuriyetgi olacaktir” = {Huckabee, McCain, Paul,
Schwarzenegger, Diger Cumhuriyetci Aday}

“44ncu baskan 42nci baskan ile evli olacaktir” = {Clinton}

2.2 Kume ve Olaylar Hakkinda Daha Fazla Bilgi

2.2.1 Kime Kapsami “c”
Eger B’nin batln sonuglari A’ya ait ise, olay B A’'nin igindedir. Sembolik olarak,
B cAeger(seB=s€A)
Kesinlikle, herhangi bir C olayi 6rneklem uzay S’de yer alir, yani
Herhangi bir C olayiicin C c S
ve her olay imkansiz olayi igerir.

Herhangi bir C olayiicin ¢ c C

Kaynak: MIT OpenCourseWare
Sekil 1. B ¢ A — “B A’yi gerektirir”
Eger A ve B bir birini igerirse, esittirler.
AcBveBcA —=A=8B
Ve kiime kapsami gegislidir, yani
AcBveBc(C =AccC

Bagkanlik se¢imi ornegimizde (eger Wikipedia’'ya guvenebilirsek, McCain Panama
Kanali kusaginda bulunan bir Amerikan hava tUssinde dogmus)



“44ncu bagkan Panamada dogdu” = {McCain} c “44ncu baskan yabanci bir Ulkede
dogdu” = {McCain, Schwarzenegger}

ve
{McCain, Schwarzenegger} c “44ncl baskan cumhuriyetgidir”.
Sonug olarak, asagidaki ¢ikarimi yapabiliriz:

“44ncl baskan Panamada doddu” c “44ncl baskan cumhuriyetcidir”

2.2.2 Kiime Birlesimleri “u”

A ve B’nin birlegsimi, A veya B’nin (veya her ikisinin, U mantiksal “veya” sembolu olan
V’nin kargiligidir) elemanlarinin butin sonuglarinin toplamidir

AUB={s€eS|seAVs€EB}

Klme birlesimi simetriktir.

\/

AUB
Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 2. A ve B’nin Birlesimi — “A veya B”

AUB = BUA
Buna ilaveten,

Herhangi A, Bc Solaylaririgin Bc A = AUB=A



Ozellikle,

Aug =4
AUA=A
AuS=S

Ayrica kime/olay birlesimini hangi sirada yaptigimizin da bir énemi yoktur (birlesim
ozelligi).

AUBUC=(AUB)UC=AU(BUC()
2.2.3. Kimelerin Kesigimi “n”

A ve B’nin kesigimi (bos olabilir) A ve B’nin ikisinde birden olan sonugclar toplamidir.
Asagidaki gibi yazilr,

ANB={s€eS|seANs€EB}

Burada “A” mantiksal “ve”yi ifade eder. Bazi metinlerde alternatif isaretleme kullanilir,

ANB=AB
LB
B/
ANB

Kaynak: MIT OpenCourseWare

—

Sekil 3. A ve B’nin Kesisimi — “A ve B”
Klmelerin birlesimi gibi kesigimi de simetriktir.
ANB=BNA

Keza,

Herhangi A, Bc SolaylariicihnBc A = A NB =B



Buradan hareketle,

Ang=¢
AnA=A4
AnS=A4A

Ayrica, kume birlesiminde oldugu gibi, kimelerin kesisimi birlesme 6zeligine sahiptir
ANBNC=An(BnNnC)=ANB)NC
ilaveten, kiime kesisimi ve birlesimi dagiima 6zeligine sahiptir.
AN(BUC)=((ANB)UANCOC)

ve

AUMBNC)=(AUB)N(AU0)

Ornek olarak, asagidaki olaylar icin
A = “Baskan 44 bir kadindir” = {Clinton}
B = Baskan 44 Midwest’te dogdu” = {Clinton, Romney}

C = “Baskan 44 bir Cumhuriyetgidir’ = {Huckabee, McCain, Paul, Romney,
Schwarzenegger}

birinci dagihm 6zeligine gore olmasi gerektigi gibi, sunlari gorebiliriz:

AN (B U C) = {Clinton}n{Clinton, Huckabee, McCain, Paul, Romney, Schwarzenegger}
= {Clinton}

(AnB)U (An () ={Clinton} U ¢ ={Clinton}

2.2.4. Kime Tumleyeni, A°

A'nin timleyeni A®, S’deki A’ya ait olmayan sonuclar kiimesidir. Yani,

A= {seS|lsgA}=S\4



Kaynak: MIT OpenCourseWare
Sekil 4. A’'nin Tumleyeni — “A degil”

Tanimdan, tumleyenlerin agagidaki 6zeliklere sahip oldugunu kolayca gorebilirsiniz.

(A9 =4
AUAC =S
ANAC =¢

En son ifadeden, asagidakine ulasabiliriz
S¢=¢
ilk 6zelikle beraber asagidakine ulasilir
¢¢ =S
Kesisim ve birlesim arasindaki bir grup yararli iliski agsagidaki gibidir.
(AUB)¢ = A°n B¢

(ANB)¢ = AC U BC



Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 5. (A n B)¢ = A U B’ nin gosterimi- Ayni sekilden (A U B)¢ = A¢ n B¢ kuralini da
gorebilirsiniz

2.2.5 Olaylarin Béluntulenmesi
A ve B’nin ortak sonugclari yoksa ayriktirlar (ya da karsilikli dislayandir). Yani
(AnB)=¢
A1, A, .... olaylar grubunun birlesimleri S’ye esitse, eksiksiz oldugu sdylenir.
UAi =A; U4 U..=S
i21

A1, Az, ... olay grubu, eger asagidaki iki kosulu sagliyorsa 6érneklem uzayinin bolunttsu
olarak adlandirilir. Kogullar: (1) A, A; (i # ]) herhangi iki farkli olay olsun. A;jve A ayrigik
(A;nB;) =¢ ve (2) A1, Ay, grubu eksiksiz ise. Ayni sekilde, B olayinin béluntilerini,
birlesimi B’ye esit olan karsilikli diglayan alt-olaylar olarak tanimlayabiliriz.



Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 6. S’nin Ay, Az, . As’ye béliintilenmesi



