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1 Sayma Kurallari ve Olasilik

Hatirlanacagi gibi, basit olasilik ile sonuglarin esit olarak mimkin oldugu ve sonlu bir
orneklem uzayi igin, A olayinin olasiligi

n(A)

PlA) =115

ile ifade edilir.
Simdi, bu olasiliklari hesaplamak igin sayma kurallarini nasil kullanacagimizi gorecegiz.

Ornek 1. Her bir kartin gekilme olasiliginin esit oldugunu varsayarak, yerine koyma
yontemiyle 527k bir desteden iki kart cekin. Iki farkli kart cekmenin olasiligi nedir?

S = {(A%, A%), (A%, As), ..} = n(S) = 527

“iki farkli kart” olayi

52!
A={(Ad AN), (AR AD), ...} = n(4) = e 5251
icerir. Bdylece
! K2 !
p4) = M4 _ 02 _ 21 008

n(S) (52— 2)1(52)2 52

Alternatif olarak, olasiligin birinci 6nermesini kullanabilirdik:

51

P(A) = 1 — P(A®) = 1- P(“ayni iki kart”) = 1 — P(“ikinci kart birincinin aynisi”) = 1 — é =5



Bazi bagka 6rneklerde, bir olayin olasiligini, timleyeni araciligiyla hesaplamak islemleri
¢cok basitlestirebilir.

Ornek 2. Varsayalim ki Ocenia Ulkesi Eurasia’nin baskentine 8 tanesi niikleer baslik
tasiyan 16 fiizeyle saldirdi*. Yine varsayalim ki, Eurasia ordusu 16 fiizeyi de izleyebilir
ve hangi fuzenin konvansiyonel bagslik tasidigini ayirt edemeyen ancak her birisi gelen
fuzelerin 6nunu kesin olarak kesebilecek 12 rokete sahip olsun. Euarasia’nin felaketi
Onleyememesi ve en az bir niikleer baslikli fiizenin hedefine ulagsma olasiligi nedir?
Sezgisel tahmininiz ne olurdu?

Her durumda, tam olarak 4 flize hedefine ulasacagi igin, S 6rneklem uzayr 16da 4
flizenin butlin kombinasyonlarini igerir. Dolaysiyla, S’nin elemanlarinin sayisi binom

katsayisi ile verilir.
16 16!
n(5) = ( 4 ) ~ 121

Olasiligi degerlendirebilmek igin, bir yaklasim timleyen kuralini kullanmaktir. Olay A =
“en az bir niikleer baslik hedefi vurur’ un tiimleyeni A = “hedefi vuran biitiin fiizeler
konvansiyoneldir” dir ve A’nin sonuglari 8’den 4 fiizenin (konvansiyonel olanlar) biitiin
kombinasyonlari seklinde hesaplanir. Boylece

C 8 3!

Bu nedenle,

: 14!8! 21 8! .7.6-5 9
P(fl}:l—P(‘;l('j:l—12'4'8':1—23:1— ,1 8 6-5_ 25
16!4!4! 16! 4! 16-15-14-13 1 26

Oyleyse bu olasilik bire oldukca yakin— bunu bekleyip beklemediginizden emin degilim,
fakat politik olarak dogru olmasa da, bu érnek ¢ok sayida olanagin oldugu kombinasyon
problemlerinde sezgilerin ¢ok kolay yanilabilecegini gbstermektedir.

Ornek 3. Meshur dogumu giinii “paradoksu” (bir zamanlar) popiiler bir parti oyunu ile
ilgilidir: n kisilik bir arkadas grubunuz olsun, onlardan en az bir ¢iftin ayni dogum giinine
sahip olma olasiligi nedir? (bltiin dogum gdnlerinin egit olasilikli oldugunu varsayalim.
Bu gercekte, sadece kabaca ampirik olarak dogrudur. ) Yine, her bir n arkadasinizin

! Buradaki isimler Orwell'in romani “1984” ten alinmistir, dolayisiyla bunun bir gergek diinya 6rnegi olmasi
gerekmiyor.



farkli dogum giiniine sahip oldugu A® tiimleyen olayina bakalim: Bu, yerine koymadan
365°ten n tane cekilise tekabdil ettigi icin, ilgili formulu kullanabiliriz:

. 365!
AC) = %
nAY) = G )

Boylece en az iki arkadasinizin ayni dogum gunune sahip olma olasiigini, P(A),
hesaplayabiliriz:
n(A%) 365!

4y — 1 — AC — —_ - - = -
P(A)=1-P(A") =1 n(S) L~ 365 —n)1365"

Bu formul bilhassa kolay okunmaz, bu nedenle simdi n’nin birka¢ degeri igin olasiliklari
ondalik olarak asagiya yazalim:

n P(A)
5 0.027
10 0.117
15 0.253
20 0.411
25 0.569
30 0.706
50 0.97
366 1

Bircok kisi bu olasiliklari ¢ok yliksek bulabilir, fakat bu genellikle kisinin n
arkadaginizdan herhangi birinin sizinle ayni dogum gunine sahip olma olasiligini
hesaplayarak disiinmeye baslama egilimi yuzindendir. Siz kendinizi, listemizin farkli

oldugu, olasiligin
~ 1\ 364\ "
PA)=1—-1|1—-— =1—-|—=
A=1-(1-555) =1~ (533)

olduguna ikna edersiniz. Bu farkliligin nedeni, énceki durumda, A’nin ayni zamanda n
arkadaginiz arasindaki biitiin eslesmeleri kapsamasidir ki bu da sayiyr hizli bir sekilde
yukari dogru ¢ekmigtir.



n P(A)

5 0.014
10 0.027
15 0.040
20 0.053
25 0.066
30 0.079
50 0.128
366 0.634

2. Bagimsiz Olaylar

Sezgisel olarak, iki farkh olay olan A ve B i¢in A’nin gergeklesmesinin B’nin

gy

gerceklesme olasiligini “etkilemedigi” bir kavram tanimlamak istiyoruz. Ornegin eger bir
madeni paray! iki kere firlatirsak, ikinci atisin sonucu herhangi bir sekilde birinci atigin
sonucundan etkilenmemelidir. Notasyonu basit tutmak i¢in bundan sonra

P(ANB) = P(AB)
olarak ifade edilecektir.
Tanim 1. A ve B olaylari, eger asagidaki kosulu saglarlarsa bagimsizlardir
P(ANB) = P(A)P(B)

Buradaki bagimsizligin, olaylarin fiziksel dogasinin degil, sadece olasilik dagihmin bir
0zeligi oldugunu gorebilirsiniz. Bu ylzden bazi olaylarda bagimsizliik hakkinda iyi
sezgiye sahip iken (bir dizi yazi-tura atma gibi), cogu durumda bu formal kosulu kontrol
etmekten bagka secenegimiz yoktur.

Ornek 4. Diyelim ki adil bir zari iki kere firlattik, asagidaki olaylarin ve kesisimlerinin
olasiligi nedir?

A={2, 4,6}

B={1, 2, 3,4}

Sonuglarr sayarak P(A) = =32 %’dir ve ayni sekilde, P(B) =§ :g tir. Olaylarin

ns) 6
kesisim olasiligi

P(AB) = P({2,4}) = = = % — P(A)P(B)

=



Béylece olaylar ayni atigtan elde edilmesine ragmen bagimsizdir.

Bagimsizligin belirtilen olasilik dagilimina ne denli énemli bir sekilde bagl oldugunu
gérmek igin, simdi varsayalim ki, zar manipule edildi ve boylece P(6)=3/8, diger bdtiin
sayillar icin n = 1, ..., 5, P(n) = 1/8 olsun. O zaman, ayrik olaylarin olasiliklarinin
toplami (zerine olan (P3) aksiyomuna gore,

11 3 5 41
Pf‘4]=§+g+§:§. P(B):E:5
ve
P(AB) = 2 P(A)P(B) = >
(AB)== = - < P(A)P(B) = —

Bagimsizligin bir yorumu da soyledir: Varsayalim ki B’nin meydana geldigini biliyoruz,
bu bilgi bizim A'nin gerceklesme ihtimali konusundaki inancimizi degistirir mi (ya da
tersi)? Bunu sonraki bdlumde formile edecediz ve gorecegiz ki eger A ve B
bagimsizsa, B’nin olusmasi bilgisinden A olayl hakkinda &grenecedimiz hicbir sey
yoktur.

Onerme 1. Eger A ve B bagimsiz ise, o zaman A ve B¢’ de bagimsizdir.

ISPAT: A’yi AB ve ABC gibi iki ayrik olaya bélebilecegdimiz icin, asagidaki sekilde
bagimsizligi ispatlayabiliriz:

P(ABC) "2 p(a) - p(aB) "E™"P(4) — P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B°)

Simdi bagimsizhigin tanimini iki olaydan daha 6teye tasiyabiliriz.

Tanim 2. Bir grup A1, A,,.... olaylarinin bagimsiz olmasi icin, bu olaylarin herhangi bir
alt grubu A, Ai, ... igin (bitlin indeksler farkliyken), asagidaki kosul saglanmalidir:

P(fﬂlil PA;;,E N...)= P[AH} 'P(Ai,zjl "
Ornegin, A, B, C olaylari igin,

P(AB) = P(A)P(B), P(AC)= P(A)P(C), P(BC)= P(B)P(C)

ve



P(ABC)= P(A)P(B)P(C)

Ornek 5.

Orneklem uzayr S = {s1, S»,S3,S4} ve bitiin sonuclar icin P(s;) = 1/4 olsun, o zaman her
bir olay

AZ{S],SQ}.. B:{Sl.ﬁ'j}, C:{S].Sq}

1/2 olasilikla gergeklegir.

(AnB) olayinin olasiligi
, 1 ,
P(AB) = P({s:}) = ; = P(A)P(B)

ve bu durum herhangi iki olay i¢in de dogrudur, béylece olaylar ikili olarak bagimsizdir.
Ancak, hepsi beraber ele alindiginda toplam yigin bagimsiz degildir. Cunku

P(ABC) = P({s1}) = - i % — P(A)P(B)P(C)

Sezgisel olarak, A ve B’nin gergeklestigini bilirsek, C’nin gergeklestigini kesin biliriz.
3. Kosullu Olasilik

A’nin gergeklesmesinin B’nin gergeklesmesini (ya da gergeklesmemesini)etkiledigini ve
tersini varsayalim. A hakkinda bilgi verilmigken, B’nin gerceklesme olasiligini nasil
tanimlariz? Eger iki olay bagimsiz ise, A’'nin B hakkinda higbir bilgi vermeyecegini zaten
sezgisel olarak tartismistik. Ancak eger bilgi verirse ne olur? Sonug olarak olasiliklari
nasil degistiririz?

Ornek 6. Eger adil bir zari atarsak ve gergekte sonucun ¢ift bir sayi oldugunu séylersek,
yani B = {2, 4, 6} olmussa, zarin 6 gelmig olma olasiligi nedir? B’de sadece 3 tane esit
olasilikli sonug oldugu igin, ki 6 onlardan biridir, biz sezgisel olarak cevabin 1/3 olmasini
bekleriz.  Burada orneklem uzaym § = B = {2, 4, 6}ye indirgedik ve yeniden
tanimlanmig probleme gére basit olasiligi hesapladik.

Tanim 3. Varsayalim ki, P(B) > 0 iken, A ve B, S’de tanimlanmig olaylar olsun. B’nin
gerceklesmesi durumunda A’nin kosullu olasiligi



P(ANB)

P(AIB) =~

ile verilir.

Sezgisel olarak, pay, B’nin gergeklestiginin bilinmesi durumunda A’daki hangi
sonuglarin olasi oldugunu ifade eder. Payda tim Orneklem uzayi i¢in ayni seyi yapar.

Kaynak: MIT OpenCourseWare
Sekil 2. B'ye kosullanmis olarak A olayi

Aciklama 1. Kosullu olasilik ve bagimsizlik: Eger A ve B bagimsiz ise,

. P(AB) _P(A)P(B) _
HAE_Pw)_ BB) = P(A)

Oyleyse B’nin gerceklesmesi bize A hakkinda hicbir sey séylemediginden kosullu
olasilik, kogulu olmayan olasiligin aynisidir.

Ornek 7. Bu érnek Greg Mankiw’in web giinliigiinden (blog)? uyarlanmistir. Intrade gibi
platformlarda, edger bir olay gerceklesgirse (6rnegin, Yankeelerin diinya sampiyonasini
kazanmasi) 1 dolar 6deyen degerli kagitlari alip satabilirsiniz . Eger piyasa gerektigi gibi
caligirsa, bu tip degerli kagitlarin belirli bir t zamanindaki fiyati, alip satanlarin bu t
zamanindaki bilgisine bagli olan olasilik seklinde yorumlanabilir. Intrade’deki politik
piyasada, asagidaki olaylar igin degerli kdgit alip satabilirsin:

e A;aday adayi i baskanlik segcimini kazanir (adaylik kosuluna bakilmaksizin)
e Bjaday adayi i partisinin adayligini kazanir

2 http: / /gregmankiw blogspot.com /2006 /11 /bayes-likes-obama



e Cy k partisinin aday! segimi kazanir

Simdi, ilgili olaylarin dederli kagitlarinin fiyatlari kullanilarak belirlenen olasiliklari
kullanarak piyasanin, partinin aday gdéstermesine bagli olarak aday adayi olmasi
halinde, P(Ai|Bj)), her partinin hangi aday adayinin bagskanlik se¢imini kazanma
olasiliginin en yiksek oldugunu disindiigi sorusunu cevaplandirabiliriz. Yani hangi
adayin 6nerilmesi partiye baskanlik se¢imini kazanmada en ylksek sansi saglard..

Parti tarafindan aday gdsterimeyen adayin se¢imi kazanma gansinin olmadigini
rahatlikla (nispeten) varsayabiliriz, bundan 6turl

A;c B;,= A,NnB; = A;

Boylece,

Dy PI{A;;I‘WB;‘} . Plfffli]l
P(AiB) = =55 = B3

Boylece, ilgili degerli kagidin fiyatini sadece formiilde yerine koymamiz yeterlidir. 6
Subat’taki Intrade politik piyasasindaki degerli kagit fiyatlarina dayanarak, agsagidaki
rakamlari elde ederiz (son siitunda, Mankiw'un Kasim 2006daki orijinal web
gunligdnde yer alan degerleri kullandim).

ADAY P(A,) P(B.) P(A,|B.) Basimos (A:| B:)
Clinton 28.7% 45.2% 63.5% 51%
Huckabee 0.5% 2.0% 25.0% NA
MeCain 34.4% 03.0% 37.0% 63%
Obama 35.0% 53.0% 66.0% 88%
Paul 0.4% 1.2% 33% NA
Romney 1.2% 2.6% 46.2% 50%

P(A)y! P(A|B)) kosullu olasiligindan ayirt etmek icin, P(A), A’nin marjinal olasiligi olarak
da adlandinlir. Marjinal ile kosullu olasilik arasindaki iliski Toplam Olasilik Kanunu ile
verilir.

Teorem 1. (Toplam Olasilik Kanunu) Varsayalim ki By, ..., B, 6rneklem uzayi S’nin bir
boluntisu ve heri =1, ..., nigin P(B)) > 0 olsun. O zaman herhangi bir B olayi igin,

P(A) =) P(A|B:)P(B)

i=1



ISPAT: Kosullu olasilik tanimindan herhangi bir B; olayi icin P(A|B)P(B;)) = P(ANB)). By,
..., Bn 6rneklem uzay1 S’nin boéltntileri oldugundan, (ANB3) ... (ANBy), ayrik ve A icin
karsiliklidir, yani A i¢in boluntl olugtururlar. Bu nedenle, ayrik kiimelerin birlesiminin
olasliligi Uzerine olan aksiyom (P3)’e goére

S, P(ANB;) = P(A)

Ornek 8.

Tibbi veride, siklikla daha yasli ve tecriibeli kalp cerrahlari tarafindan tedavi edilen
hastalarin aslinda daha geng¢ olanlar tarafindan tedavi edilenlere gére daha yliksek
ameliyat sonrasi 6liim oranina sahip olduklari gérilmektedir. Tecrubeli cerrahlar igin %
6k, daha gen¢ olanlar icin sadece %5.5%ik Olim oranlarini gbzlemledigimizi
varsayalim. Bu durum, cerrahlarin yeteneklerinin yas ilerledikge azaldigi anlamina gelir
mi? Muhtemelen degil — Burada bir cerrahin uygulamak zorunda olabilecegi dért gesit
prosediir oldugunu varsayalim — tekli, ikili, Gcli ve dortli bypass (terminoloji bypass
edilmesi gereken koroner arter sayisini géstermektedir). Prosediriin karmasikligi ve
hastalarin riski baypas sayisiyla artar ve genellikle “daha hasta” olan hastalar daha
komplike prosedurlere ihtiyac duyabilirler. Varsayalim ki, her bir prosedur igin, tecrubeli
cerrahlarin hastalarinin bariz bir sekilde ¢ok daha diiglik 6liim oranina sahip olduklari,
fakat tecriibesiz cerrahlarin hasta éliimlerinin oraninin genel olarak daha disiik oldugu
bize soylendi. Toplam olasilik kanunun isiginda, bu iki durum nasil bir arada
gerceklegebilir? Simdi bir brnege bakalim (Bu rakamlar elbette uydurmadir)

Prosediir . Tecribesiz _ . Tecrlubeli _
Oliim Orani Vaka Yuzdesi Oltim Orani Vaka Yuzdesi
Tekli Baypas % 4.0 % 50.0 % 2.0 % 25.0
Ikili Baypas % 6.0 % 40.0 % 4.0 % 25.0
Uclii Baypas % 10.0 % 9.0 % 6.0 % 25.0
Dortli Baypas % 20.0 % 1.0 % 12.0 % 25.0
Toplam % 5.5 % 100.0 % 6.0 % 100.0

Toplam Olasilik Kanunun ifadesi cercevesinde, tecribeli cerrahlar icin genel 6lim
oranlari P(A), B; prosediiriine kosullu 6liim oranlarindan, P(A|B;) ve baz orani / vakalarin
birbirlerine gére oranlari P(B)) ile hesaplanabilir.

Tecrubeli cerrahlar her prosediire kargilik gelen orantisiz bir sekilde yiksek oranlarda
riskli vakalarda gorevlendirildikleri icin (varsayimsal olarak bu gibi durumlarda daha
fazla tecribeye ihtiya¢ oldugu igin), her bir tedavi kategorisini daha iyi uyguladiklari
halde, ortalama (marjinal demek daha dogru) 6&liim oranlarinin tecribesiz
cerrahlarinkinden daha yliksek oldugunu gérebiliyoruz. Bu durum siklikla kompozisyon
etkisi olarak anilir.



O halde her bir olasilik tirinin pratik 6nemi nedir? Egder baypas igin cerrahlar
arasindan birini se¢mek durumunda olsaydiniz, prosediriin tipi yalnizca saglik
durumunuza bagh olmaliydi, cerrahin tecriibeli olup olmamasina degil, dolaysiyla bu
durumda sadece kosullu olasiligi Gnemsemeliydiniz.

Marjinal 6lum oranlari igin iyi bir kullanim alani bulmak daha zor.

Bir ¢ok istatistiki analizde, gergekte kosullu 6liim oranlariyla ilgilenirsiniz (6rnegin, eger
siz tecrubenin olumler lzerindeki etkisiyle ilgileniyorsaniz) ve “prosediir tipi” degiskeni
istatistikgilerin adlandirdigi lzere ‘karisikliga neden olan faktér” olarak ele alinir.
Istatistik ve Ekonometrideki klasik sorun, siklikla bircok ilgili “karisikliga neden olan
faktér” ’lin gbzlemlenmemesidir ve siz bu problemin Ustesinde gelme yollarini
6greneceksiniz.

Aciklama 2. Diger bir yakin iligkili kavram da ekonometride ¢ok 6nemli olan kosulu
bagimsiziliktir. Asagidaki kosulun saglanmasi durumunda, A ve B’nin C’ye kosullanmis
iki bagimsiz olay oldugu séylenedbilir.

P(AB|C) = P(A|C)P(B|C)

Asadidakilere dikkat gekmekte fayda vardir

e Kosulsuz bagimsizlik kogsullu bagimsizhigi saglamaz
o Kosullu bagimsizlik kosulsuz bagimsizhi§i saglamaz

Yani A ve B’nin bagimsiz olup olmamasi ciddi bir sekilde neye kosulladigimiza baglidir.
Sonraki problem setinde bir kargi- 6rnek iceren bir uygulama olacaktir.

4. Kosullu Bagimsizlik (derste iglenmedi)

Bagimsizligin tanimini kosullu olasiliklara uygulayabiliriz:

Tanim 4. A ve B olaylarinin C olayina bagl olarak bagimsiz olmalari igin kogullu
olasiliklari asagidaki sarti saglamasi gerekir:

P(AB|C)= P(A|C)P(B|C)

Bu tanim daha once ele aldigimiz kosulsuz bagimsizlik ile tam uyumludur. Biz sadece
kendimizi yeni ornekle S’ = C ile sinirliyoruz. Kosullu bagdimsizlik daha sonra
ekonometride ¢ok énemli bir rol oynayacak. Bu nedenle 6zel olarak tzerinde durulmayi
hak ediyor. Teknik olarak, kosullu bagimsizligin kosulsuz bagimsizhd: saglamadigini
(ya da tersini) not etmek onemlidir. Baska bir ifade ile, iki olayin bagimsiz olup



olmamasi ciddi bir sekilde baska neye kosulladigimiza baghdir. Bunu 6énceki derste
belirtmigtim, simdi ise bagka bir ornek vererek agiklayacagim.

Ornek 9. Her bir sonucun 1/6 olasilikla gergeklestigi, zar atma érnedine tekrar bakalim,
yaniS={1, 2, 3, 4,5, 6}.

(1) iki bagimsiz olayr bagimli yapma: A ={1, 2, 3, 4} ve B =1{2, 4, 6} olaylarini
dustnin. Daha dnceki érnekte bu iki olayin bagimsiz oldugunu zaten gérmdiistik.

P(A)P(B) = P({1,2,3,4})P({2.4,6}) = % : % - % = P({2.4}) = P(AB)

Simdi olay C = {3, 6} olsun. O zaman
P(AC) _ P({3})

P({6}) _ P(BC) _

-1 _ _ _ 1 _ ’
PAO="pry = Psen — 2~ Py ~ Py PO
Ancak,
P(AB|C) = % — 0+ P(A|C)P(B|C)

Yani, onlarin kesisimi C ile ayrigik oldugu icin, A ve B, C’ye bagl olarak bagimsiz
degillerdir.

(2) Iki bagimli olayr bagimsiz yapma: D = {2, 3, 4} ve E = {2, 4, 6} olsun. D ile E’nin
bagimli oldugunu kontrol edebilirizz P(D) = P(E) = 1/2 oldugunu gbrebiliriz.

Ancak,
1 1
P(DE) = P({2.4}) = 5 # ; = P(D)P(E)
Fakat eger F = {3, 4, 5, 6} lizerine kosullarsak
P({4}) 1

P(DE|F) =

P({3.4,5,6}) 4
Halbuki

P({3.4}) _ P({4,6})

1
P({3,4,5,6}) P({3,4,5,6}) 4

4

1 1
P(D|IF)P(E|F) = =55~



Boylece F lizerine kogullaninca, D ve E bagimsiz oldu.



