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1. Kesikli Rasgele Degiskenler

Tanim 1. Eger bir rasgele degisken olan X sadece sonlu sayida degerler (ya da
sayilabilir sonsuz) alirsa (x1, X2, ...), X’in kesikli bir dagilimi vardir.

Tanim 2. Eger rasgele degisken X'in kesikli bir dagilimi varsa, X’in olasilik yogunluk
fonksiyonu (p.d.f.) asagidaki gibi tanimlanir:

fx(X) = P(X =X)

Eger { X1, X2, ...} X'in muhtemel bitin degerlerinin kiimesi ise, 0 zaman herhangi bir x ¢
{ X1, X2, ...} igin, fx(x) = 0'dir. Ayni zamanda,
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A c Rigin, X & A'nin olasihg,

Ornek 1. Eger X firlattigimiz zarin yiiziindeki sayi ise, butiin tam sayilar 1, 2, ..., 6 egit
sanslidir. Daha genel olarak, kesikli uniform dagilimini x;, Xz, ..., X Sayilarinin
tizerinden dagilimin p.d.f’siyle tanimlayabiliriz.
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- egerx € {xXqXy,...,Xx} ise
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fx(x) = {

0 diger biitiin durumlarda
Bu S = {X1, X2,..., Xk} 6rneklem uzayl bir deneyin basit olasiligiyla ilintilidir.

Ornek 2. Varsayalim ki adil bir madeni parayi birbirinden bagimsiz olarak 5 kere firlattik
ve X'’i gbzlemlenen turalar icin bir rasgele degisken olarak tanimladik. O zaman, sayma
kuralarimiza gére n(S) = 2° = 32 ve kombinasyon kuralinin kullanarak (*k sayida tura”) =

(?) elde edilir. Dolayistyla,
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Bu olasiliklarin toplaminin 1’e esit olduguna not ediniz.
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Zar atma drneginde, her tek sonug tam olarak rasgele degiskenin bir degeri ile ilintiliydi.
Diger yandan, bes madeni para atma durumunda, diyelim ki, X = 2, X = 0 ile
karsilastinldiginda, sonuclarin sayilari arasinda ¢ok blyuk farklar vardi. Sonuclarin
rasgele bir degiskenin gergeklesen dederleri ile eslestiriimesi, rasgele deneyin sonuglari

esit olasiliga sahip olsa bile, ¢ok ¢arpik bir dagilima yol agabilir.



1.1. Binom Dagilimi

Onceki 6rnedi genellestirmek igin, her birisi “basaril” ve “basarisiz” olarak sonuclanacak
(olasiliklari esit olmak zorunda olmayan) ardisik (dizi) n tane badimsiz ve benzer
denemeyi gézlemledigimizi ve toplam basarili X sayisiyla ilgilendigimiz varsayalim.

Ornek 3. Kalite kontrolu igin, bir dretim fabrikasinda araba pargalar yiginindan 100
parcalik bir érneklem sectigimizi varsayalim. Kalite kontrolini gegen parga “bagarili”
olarak belirlenirken, bir veya iki kritere uymayan parca ise “bagarisiz” olacaktir.
Orneklemden hareketle pargalarin %1°nden fazlasinin standartlara uymadigina inanmak
icin iyi bir nedenimizin olmadigi sonucuna varmak istiyoruz. Bunun icin de toplam
icindeki bozuk parcgalarin toplam payinin bir fonksiyonu olarak basarisizligin dagilimiyla
ilgileniyoruz.

Varsayalim ki basarinin olasiligi p’ye esit olsun, dolaysiyla basarisizlidin olasihgi g = 1
— p’dir. Denemeler varsayimsal olarak bagimsiz oldugu icin, herhangi bir verili x basari
ve n — X basarisiz dizisinin sabit sirali olasiligi asagidaki gibidir:

p*L-p)" "

Ancak, sadece basarili X sayisi ile ilgilendigimiz igin, (’;) sayida basar Xli farkh dizi
oldugunu hesaba katmak zorundayiz.

PX=x=(;)p'@-p)""

Tanim 3. Asagidaki gibi bir olasilik yogunluk fonksiyonu olan X rasgele degiskenin X -
B(n, p) seklinde yazilan p ve n parametreli bir binom dagilimli oldugu séylenebilir.

0 Diger batan durumlarda

Daha once her bir rasgele deney icin ayri ayri olarak olasilik dagilimi tarettigimize, olasi
sonuglarini, her olayin sonuglarini vs. yazdigimiza dikkat etmelisiniz. Binom dagihmi
rasgele deneylerin tumune hizmet eden bir modeldir. Bu kategoriye disen herhangi bir
ornek icin, verilen bir (n, p) parametre setinin sadece olasiliklara bakariz.

Ornek 4. Bir sinif arkadaginizdan biraz para koparmak igin, tura gelme olasiligi p. = g

olan yamuk bir 1 madeni paray temin ettiginizi disinin. Maalesef, o para sizin diger
normal paralarinizia karigti ve ancak 9 liranin 8 lirasini kola makinesine attiginizda fark
ettiniz. Aceleyle hemen parayr 10 kere firlatiniz ve toplam olarak 8 tanesi tura geldi.
Bilinen eski bir madeni para hilesiyle arkadagsinizi soymaya devam etmeye calismak iyi



bir fikir olur muydu? Yoksa pg = % olasilikli siradan (adil) oyuna baglt mi kalirdiniz? A =
‘kalan madeni para yamuktur” ve B = “10'da 8 Tura” igcin P(A|B) kactir? EgJer madeni

para adil ise,
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Simdi Bayes Teoremin ne sbyleyecegine bakalim:
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Dolayisiyla, geri kalan madeni paranin gercekte daha ¢ok siradan bir madeni para olma
olasihgi yuksektir - ki toplam 6yle demiyor, ¢clnkl tura olasiligi hala
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Ancak, elbette parayi birka¢c kere daha atmaktir daha iyi bir fikir olurdu. Eger deneyi
keyfi olarak sik sik tekrarlarsaniz, o zaman en sonunda iki para arasindaki farki ihtiyari
bir dogruluk derecesiyle tespit edebilecek duruma gelirsiniz. Bir parantez agcmak
gerekirse, bu uygulamay basit hipotez testi i¢in bir 6rnek olarak goérebilirsiniz. Diyelim
ki, turanin oranini daha once ki gibi tutmak sartiyla, diger bir 10 denemede yine 8 tura
elde ettiniz (buna olay C diyelim). O zaman, 6nceki adimlarin aynisin takip ederek, bu
sefer evvelki P(B) yerine sonraki P(H|B)’ye dayanarak kosulu olasilik soyle olur:
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Diger bir segenek olarak, eger iki seriyi 16 tura ve 20 deneme olarak toplulastirirsak,
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elde deriz.

Boylece, guncellemeyi ayni anda veya farkh zamanda yapmis olmamiz fark
etmeyecektir. Bu genel olarak arzulanan Bayesyen glncellemenin o6zeligidir: nihai
sonug kullandigimiz genel bilgiye baghdir, giincelleme sirasina degil.

2. Surekli Rasgele Degisken

Verinin bir¢ok tart bir gesit dlgimin sonucudur: en azindan kavramsal olarak, bir reel
say! araligindaki herhangi bir degeri (bazen timund) alabilen agirlik, uzunluk, gelir vs.
gibi. Bu durumda, bir kesikli degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonun tanimi kullanigli
degildir, clinkd (a) olasi sonuglarin miktari sayilabilir degildir, bu nedenle de sadece tek
tek sayilarin olasiliklarinin toplamini alamayiz ve (b) bolinmez bir butunun belirli bir
degerinin olasihgr sifirdir. Bu yUzden, kesikli durumdan ayri olarak, bu tir rasgele
degigkenler ile ilgilenmek zorundayiz.

Tanim 4. Eger X bir sayr dogrusundaki bir araligin (sinirlandiriimis veya
sinirlandiriimamig) herhangi bir dederini alirsa, rasgele degisken X'in stirekli bir dagilimi
vardir.

Kesikli rasgele degiskenler icin olasilik yogunluk fonksiyonu tanimlamak nispetten daha
basitti ¢inkl sinirh sayida degeri vardi. Surekli bir rasgele degisken sayilabilir
rakamlardan daha fazla deger alir, bu ylizden de elde etmek fazlaca ¢aba gerektirir.
Soyle ki: rasgele degiskenin alabilecegi muhtemel degerleri bir “grup”a koyarak dagilimi
“kesiklestiriyoruz”, yani P(X = x) olasiligina bakmak yerine P(x; < X < xp) gibi bir
araligin olasiligina bakiyoruz. Bunun grafiksel gosterimi histogramdir: saylr dogrusu
Uzerinde bir grup sayiyl, Xo < X1 < ... < X, sabitlestiriyoruz ve X degerinin “grup’lara
disme olasihgini hesapliyoruz. Grup birbirinin devami iki sayi araligindir, yani P(x.1 < X
<x;j). Ondan sonra [Xo, X1] araligindaki degerler icin asagidaki fonksiyonu tanimliyoruz:

r  PlopsX <o)
1 —To

EEEI’ T e :.l'c.. .1‘]]

P(zi_1 <X ;)

ho(x) = 4 F—— Eger x € [z;_y,x;)
Plag_1=X <xg) w . - .
L Po— Efer = € [zn_1,Zn)

[Xi.1, X)) aralidinin uzunluguyla bdélmek, verili bir aralikta grafigin altinda kalan alanin
rasgele degisken X’in araliktaki bir degeri alma olasiligina esit olmasini garantiler. Yani
sunu hesaplayabiliriz:
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Sekil 2: 60 Gruplu Histogram ve Sirekli Yogunluk

Bu henlz tam tatmin edici degil, ¢inki bu sadece bize X < X3 < ... < Xy
saylilarinin iki noktasi arasina dusen X'in olasiligint hesaplamamiza yarar, yoksa [X;, X«]
gibi bir alt araligin i¢cine duseni degil. Bu sorunu, xi, Xz, ... silsilesini kugcilterek ve
boylece araligi daraltarak ¢ozebiliriz. Bir birine komsu iki nokta, xi.1, xi, arasini ihtiyari bir
kuguk “dx” degeri kadar daraltirsak, X'in a ve b gibi iki nokta arasina dusmesini a’dan
b'ye h,(x) integrali olarak veren h.(x) fonksiyonunu elde ederiz. Bu limit bir sturekli
rasgele fonksiyonun olasilik yogunluk fonksiyonu olarak adlandirilir.



Tanim 5. Eger rasgele dedisken X surekli bir dagilima sahip ise, X'in olasilik yogunluk
fonksiyonu (p.d.f.) pozitif bir f4(x) fonksiyonu olarak tanimlanir yani A c R gibi herhangi
bir aralik igin
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 3. Surekli Rasgele bir Degiskenin P.D.F.’si

Olasilik fonksiyonun aksiyomlarindan, herhangi bir surekli p.d.f.’nin asagidaki iligkiyi
saglamak zorunda oldugunu gorebiliriz.

fx(z)=0 VYeeR

/ _ fx(z)=1

Boylece, Eger A =[a, b] c R i¢in P(X € A)yi bilmek istersek, asagidakini
hesaplayabiliriz:

ve
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P(X€lab)=Pla<X <b)y= [ f(t)dt
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Aciklama 1. Eger X sdirekli bir dagilima sahip ise, herhangi bir x € R igin
PX=x)=0

Bu, kismi olarak sezgilere aykiri gibi gértnebilir ¢iinkd biz gercekte kesikli olan seyleri
(gelir, igsizlik suresi gibi) tahmin etmek icin strekli dagilimi kullaniyoruz. Simdiye kadar,
hesapladigimiz herhangi bir olasilik i¢cin herhangi bir surekli rasgele degisken ornegi
gormedik.

3. Ornekler

Bir rasgele degiskenin, reel eksen Uzerindeki bazi [a, b] araliklarinda yer aldigini
varsayalim, X'in bazi [a’,b’] (burada a < @’ < b’< b) alt gruplarina ait olma olasihgi, alt
araligin uzunlugu ile orantilidir. .

Tanim 6. Eger agsagidaki gibi bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise, X rasgele
degigkeni [a, b], a < b, araliginda uniform dagilir.

f(x)—{ ﬁ egera < x < bise
2 (X) = —

0 diger butin durumlarda
Sembolik olarak séyle yazariz:

X ~ Ula,b]

| F(x)

b-a
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Sekil 4. Uniform Rasgele Degisken i¢in p.d.f.,, X ~[a, b]



Ornegin, eger X ~ U[0, 10] ise, 0 zaman
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P(3 < X < 4) nedir? Olasilik P(X=3) =0 = P(X =4) oldugu i¢in, bu P(3 < X <4)ln
aynisidir.

Ornek 5. Varsayalim ki X'in p.d.f.’si séyledir:

ax? eger0<x <3ise
0 diger butin durumlarda

() = {

a ne olmak zorundadir? P(X € R) = 1 oldugu igin, yogunluk 1’e entegre olmali, béylece
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olmak zorundadir. Boylece a = 5

P(1 < X < 2) nedir? Asagidaki integrali hesaplayalim
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P(1 < X) nedir?
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