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1. Ornekler

Bir rasgele degiskenin, reel eksen Uzerindeki bazi [a, b] araliklarinda yer aldigini
varsayalim, X'in bazi [a’,b"] (burada a < @’ < b’< b) alt gruplarina ait olma olasihgi, alt
arahigin uzunlugu ile orantilidir. .

Tanim 1. Eger asagidaki gibi bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise, X rasgele
degiskeni [a, b], a < b, araliginda uniform dagilir.

f(x)—{ ﬁ egera < x < bise
2 (X) = —

0 diger butin durumlarda

Sembolik olarak séyle yazariz:

X ~ Ula,b]

—_ Fix)

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 4. Uniform Rasgele Degisken icin p.d.f., X ~[a, b]

Ornegin, eger X ~ U[0, 10] ise, 0 zaman
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A ;
vy ndi— [ Ly L
Pi<X <4)= /; flt)dt = /; H)n"z‘ =10

P(3 < X < 4) nedir? Olasilik P(X=3) =0 = P(X =4) oldugu i¢in, bu P(3 < X <4)Un
aynisidir.

Ornek 1. Varsayalim ki X'in p.d.f.’si séyledir:

ax? eger0<x <3ise
0 diger butin durumlarda

fx(X) = {

a ne olmak zorundadir? P(X € R) = 1 oldugu igin, yogunluk 1’e entegre olmali, béylece

a
s 3 -.:! 3 e
; (. 2
1= / fx {?‘;'-Hrf = / at2dt = lr_] =~ a—0="09a
e 40 '-; 0 -j

olmak zorundadir. Béylece a =

O | =

P(1 < X < 2) nedir? Asagidaki integrali hesaplayalim

P(1 < X) nedir?

Ta's 3 ;2 a= aa
J1 ' J1 9 '

1.1. Karisik Rasgele Degiskenler/Dagilimlar

Esas itibariyle iki farkh sebepten 6turu bircok gercek-dunya verisi bazi degerler igin
nokta etrafinda yigilma gosterir:

e baz sonuclar mekanik olarak bazi deg@erler ile sinirlandiriimistir, boylece bir ¢ok
olasilik yigini rasgele degigkenin genisliginin tam koselerinde birikir, ornegin
gunlik yagis miktari herhangi bir reel pozitif deger alir, fakat yagis miktarinin sifir
oldugu bir ¢cok gun vardir.



e ekonomik kararlar alan kisiler kendilerini kirilganliklar ve kesintilere gore
konumlandirarak belli kurumsal kuralara tepki gosterirler. Ornegin sosyal
guvenlik kurumlarina ve gelirler genel mudurlugine rapor edilen gelirlere
baktigimizda, vergi araliklarinin Ust sinirlarinda “yigilma” oldugunu goruriz (s6z
konusu kisiler icin, gelirdeki en ufak artis vergi oraninda buylk artis anlamina

gelir).

Acik konusmak gerekirse, ilgili dagihmlar surekli degildir, ¢unku gerceklesme her ne
kadar reel-deg@erli bir sayl olsa da, daha onceki bélimde yaptigimiz gibi bir olasilik
yogunluk fonksiyonunu tanimlayamayiz. Ancak nokta etrafinda yidiima ile ayrica
ilgileneceg@iz. Bunun bir kismi ekonometri dersinizde karsiniza ¢ikacak, bu nedenle
bunun Uzerinde simdi ¢cok fazla durmayacagiz ve sadece bir 6rnede bakacagiz.

Ornek 2. lzleyen grafik 1979 yilina ait Current Population Survey (CPS) verisi
kullanilarak olusturulmustur™.

Yazar, grafik icin geliri ¢ok ddsik bir alt grup seg¢mistir, bodylece asgari Ucretin
sinirlandirmasinin aksine 6rneklem nispeten daha buyuk olmugtur. 1979 yilinin asgari
ticret degerinin solunda kalan bazi Kigiler var. Bu, muhtemelen kismi olarak asgari Gicret
kanunu kapsami disinda kalan sektérleri yansitmaktadir (6rnegin, ciftcilik, geng isciler

gibi).

Aszzari ferst 1979
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Sekil 2. 1979'da Lise’den Terk Kadinlarin Logaritmik Ucretleri

! DiNardo, J., N. Fortin ve T. Lemieux. “Labor Market Institutions and the Distribution of Wages, 1973-
1992: A Semiparametric Approach.” Econometrica 64, no. 5 (1996): 1001- 1044’teki Sekil 3b.



2. Birikimli Dagilim Fonksiyonu (c.d.f)

Tanim 2. Bir rasgele degisken X’in Birikimli Dagilim Fonksiyonu (c.d.f.) Fx her bir reel
sayi i¢in asagidaki gibi tanimlanir.

Fx(X) = P(X £ x)

Dikkat edilecek olursa, bu tanim kesikli, sturekli ve karigik rasgele degiskenler igin
aynidir. Ozelikle, X'in kesikli olmasina olanak verdigimizden ve P(X < x)’in P(X < x)’
den farkli oldugunu akilda tutmak kosguluyla, ilintili olaylari birbirinden ayirt etmek onemli
olmaktadir. C.d.f’nin taniminda, X’i her zaman x'ten “kiguk veya esittir’ seklinde
kullanacagiz.

C.d.f. bir olasilik oldugu igin, olasilik fonksiyonunun buttin 6zeliklerini i¢cinde barindirir.
Ozelikle,

Ozelik 1. C.d.f sadece 0 ile 1 arasindaki degerleri alir.
Batinx e Ricin 0 < Fx(x) <1

Ayrica, X1 < X icin X < xj olayl X < xy'nin icinde yer aldigindan Ozelik 2'yi elde ederiz.

Ozelik 2. F, x’in azalmayan bir degeridir, yani
X1 < Xo |(;|n FX(X]_) < FX(Xz)

Eder x —» —oo ise, olasiliin gerceklesmesi bakiminda (X < x) olayl imkansiz olaya
“yakin” olur (burada bunun ne anlama geldigi konusunda emin degilim), halbuki eger x
- o ise (X < x) olayi neredeyse kesindir ve béylece Ozelik 3 elde edilir.

Ozelik 3.

lim F(z) 0
r— & u

lim F(z) = 1
Burada suna dikkat etmek gerekiyor, eger sol limiti

F(z7)= lim F(z—h)

h=0h—0
olarak ve sag limiti de

F(z ) =, lim . F(z+h)
1=, h—0



olarak tanimlarsak, C.d.f. her zaman surekli olmak zorunda degildir.

x'te slrekli olabilmek icin, F(x), F(xX) = F(x")i saglamak zorundadir. Asagidaki drnekte
goruldugu gibi, genel olarak bu dogru degildir.

Ornek 3. Rasgele degisken X’in zar atma sayisi ile iliskilendirildigi, zar atma 6rnegdini
tekrar disdndn. O durumda X'in c.d.f.’si agsagidaki gibi verilir.

0 efer T < |

| N - F
. _ ] eger 1 <z <2
"x () = =

§ eger H=x<0

1 eger x> 6

14 — Fx)

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 3: Zar atmanin c.d.f.’si

Ancak, reel analizlerin bir sonucu olarak, bir monoton fonksiyon (burada 0Ozelikle c.d.f
Fx) sadece sayilabilir sireksiz bircok noktaya sahip olabilir.

Daha da iler gitmek gerekirse, her zaman Ozelik 4’e sahibiz.
Ozelik 4. Herhangi bir c.d.f. sag-sureklidir, yani
F(x) = F(x")

C.d.fnin daha fazla 0&zeligini gOsterebilmek icin simdi olasilikla ilgili bilgimizi
kullanabiliriz.

Onerme 1. Verilen herhangi bir x icin,



PX>x)=1-Fx(xX)

ISPAT: Olasiligin dzeliklerinden hareketle,

PX>z)=1-P(X <z)=1- Fx(x)

Ayni sekilde,

Onerme 2. iki reel sayi icin x1 < Xy

Plxy < X < a9) = Fx(x9) — Fx ()
Onerme 3. Herhangi bir x igin,
P X <z)=F(z7)
Onerme 4. Herhangi bir x icin,
P X=z)=F(z%)—-F(z7)

Bu son sonuglar surekli degiskenler icin batin x degerleri icin 6zelikle (P(X=x) =0
anlamina gelir.

Ornek 4. Asadidaki grafikte Gy(x) fonksiyonun bir c.d.f. olup olmadigini kontrol edelim.
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Fonksiyon 0 ile 1 arasindadir, monotonik artmaktadir ve sag-streklidir. Simdi son 4
6nermeyi bu érnege uygulayalim(sadece grafikten dogrudan rakamlar elde edilecektir):



e PB<X<=4)=2—1=

[ el PSS

o P(X <4)=F(47) =

'

e P(X =4)=F(4t)-F4)=3-1=

1_1
2~ 1

Ornek 5. P.d.f ve c.d.fyi bir birine baglayan tek-dogru formiiliimiiziin oldugu stirekli
rasgele degisken durumundan farkli olarak, kesikli durumda daha yeni tartistigimiz
c.d.f'den elde edilen olasilik sonuglarini kullanmak zorundayiz. Simdi iliskiye bagska bir

grafik érnegiyle bakalim:
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Sekil 4: Kesikli bir rasgele degisken igin c.d.f ve p.d.f

2.1 Surekli Rasgele Degigkenler igin p.d.f ve c.d.f

Eger X p.d.f f(x)'li ve F(x)'li strekli bir dagilima sahip ise (karigiklik olmadigi surece
bundan sonra X icin altsimgeyi kullanmayacagim), o zaman

Flz)=P(X <z)= / f(t)dt

Kalkulisin temel teoreminden hareketle, c.d.f ve p.d.f. arasindaki iligkiyi bu durumda
asagidaki gibi yazabiliriz:



) d . .
Fz) = EF':‘.?:;I = f(z)

Ornek 6. Asadidaki gibi bir fonksiyonumuz olsun,

Fle) — { 9 eger x < ()

= eger = = ()
F(x) bir c.d.f mi? - Simdi temel 6zelikleri kontrol edelim:
o lim,_, _ Flz)=0
o lim, ... Fz)=1

e F'(-) azalmayan fonksiyondur (asagidaki
tiretme kontorl edilebilir)

p.d.f. f(x) nedir?

) 0 efer T < 0 ise
(z) = F'(x) =
f'” () { ﬁi‘ diger bitin durumlarda

f(x) bir p.d.f. mi? -Dogrusu, biz zaten temelde F(X)’in bir c.d.f. oldugunu gdéstermistik.
Asagidaki ifadeleri hemen goérebiliriz

batiin x degerleri igin, f(x) = 0

ve ayni zamanda,

/ f(H)dt = lim F(z)~ lim F(z)=1-0=0

Ornek 7. Eger X ~ U[0, 1] ise, o zaman c.d.f. asagidaki gibidir:

x 0 eger x < 0
.F_‘-; 'ijl = / f_‘-; '::i‘;ldf = T EEEF 0 e 1
o —0 ]_

eger = =1
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Sekil 5: X ~ U[a, b] i¢in p.d.f. ve c.d.f

3. X, Y gibi 2 Rasgele Degiskenin Birlesik Dagilimi

Bircok durumda, sadece bir tek rasgele degisken ile degil, bir veya daha fazla degisken
arasindaki iligkiyle ilgileniriz, mesela bir strecin sonucunun bir digerinin sonucunu
etkileyip etkilemedigi gibi.

Ornegin asagidaki iliskilere bakabiliriz:

e Tek yumurta ikizlerin IQ’sU - yani X ¢ocuklardan birisinin, Y ise digerinin 1Q’su
olabilir.

e Egitime katilim X ile gelir Y: Egitim ile gelirin dagilimina ayri ayri bakabilecegimiz
gibi, bir veri tabanindan elde edilen verileri kullanarak iki degiskeni bir grafikte de
gosterebiliriz. Dogrusu, grafikte iki degisken arasinda slphesiz bir iliski varmig
gibi gortndyor.



Gelir

Okullasma Yili

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 6. Okullagsma ve Gelir

e Relaps (niks) suresi: Kanseri ameliyat ile yok etmek her zaman muimkin
olmadigi igin, tibbi prosedurlerin etkinligini degerlendirmek isteyebiliriz. Bunu (a)
yeni bir ameliyatin gerekli oldugunun anlasiimasi igin ne kadar zaman gegtigine
(X) ve (b) ne kadar sure sonra hastanin dldugune (Y) bakarak yapariz. Her ne
kadar iki sonugla ilgilensek de, her iki olay da bagimsizidir: eger yeni bir
ameliyattan once hasta olirse, onun 6lmemesi durumunda ne zaman yeniden
ameliyat olmak zorunda kalacagini goézlemleyemeyiz.

Dersin bu boluminde, iki (veya daha fazla) rasgele degiskenin, aralarindaki iligki dahil,
ayni anda Ozeliklerini ele alacagiz. Ayni zamanda “bagimsizlik” ve “kosullu olasilk”
olaylari ile benzesen kavramlari da tanitacagiz. (X, Y) (ortaklaga) ayni degerleri (x, y)
alan iki rasgele degisken olsun. Her iki degisken surekli, kesikli veya karigik olabilir.

3.1. Kesikli Rasgele Degisken
Kesikli durumda, herhangi bir (X, y) € R? icin birlesik p.d.f. asagidaki gibidir:
fxv(z,y)=P(X =2Y =y

Eger {(X1, ¥2), -.-, (Xn, Yn)} (X,Y)'nin mUmkin olan batin degerlerini igerirse, o zaman

> fxy (ziw) =1
i—1

Herhangi bir alt kiime A c R? iin,



P(X,Y)eA)= > fxy(z,y)

(z.y)cA

Ornek 8. Bir supermarkette, X siradan bir kasa sirasinda bulunan mdiisterilerin sayisi,
Y’'de ekspres kasada bulunan mdusterilerin sayisi olsun. Bu durumda X ile Y'’nin ortak
p.d.f’'si asagidaki gibi gériinebilir: Bu yapidaki bir tablo, (X, Y)'nin birlesik p.d.flerinden
elde edilen hucre-olasiliklarini 6zetleyen ve marjinal olasiliklarini yanda gdsteren,
ihtimal tablosu olarak adlandirilir. Daha éncede tartisildigi gibi, tablodaki olasiliklarin
toplami 1 olmali ve nitekim dyleler.

Txy Y
0 1 2 3 4 Toplam
1] 0.1 0.0 0.05 ] 1] 0.2
Y 1 005 0.2 0.2 0.05 1] 0.5
2 0] 1] 0.1 0.1 0,05 | 0.25
3 0 0 0 0 0.05 | 0.05
015 025 035 015 0.1 1

Tablo degerlerinden, iki degisken arasinda bir cgesit iliski varmig gibi gérindigind
gorebiliyoruz: Siradan kasada 6deme yapan kisi sayisi yiksek oldugu zaman, ekspres
kasadaki kisi sayisi da yliksek olma egilimdedir.

Tabloda verilen p.d.f. lere dayanarak farkli olaylar icin de olasiliklar hesaplayabiliriz:

P(X=2) = 040+0.1+0.1+0.05=0.25

3 4
PX>2Y>2) = Y ) fxy(z,y)=01+01+0.05+0+0+0.05=03
r=2y=2

P(X-Y|<1) = PX=Y)+P(X-Y|=1)
= 01+02+01+0+0.05+0.05+02+0+0.1+0+0.05=0.85



