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1. Kosullu p.d.f.ler

Tanim 1. X verilmisken Y'nin kosullu p.d.f.si

iy Jxv(zy)
f | X (v]z) = W
Eger X ile Y kesikli ise,
o PY =y|X =z)
frix(ylz) = PX =)

Bu, sadece iki hafta 6nce tanimlanan ve Y =y verilmisken X = x durumuyla ilintili olayin
kosullu olasiligiyla ilintisidir.

Unutmamak gerekir ki,

e Kosullu degiskenin belirli bir degeri igin, kosullu p.d.f normal p.d.f.’nin butin
Ozeliklerini tasir(yani pozitiftir, integrali 1°dir gibi),
e Tanim her iki taraftan herhangi bir sayidaki rasgele degiskene genellestirilebilir.

Ornek 1. Eviilik digi iliskiler verisine geri donelim ve gercekte en ¢ok ilgilendigimiz
degiskenlere bakalim: son yildaki iligki sayisi, Z, ve “kendi kendine” rapor edilen eVvlilik
kalitesi, X. Anketi dolduranlarin 4’te 3l herhangi bir iligkilerinin olmadigini belirtikleri
icin, evililik kalitesine kosullanmis iliski sayisi Z'nin p.d.f. sine bakmak ¢ok daha yol
gOsterici olabilir.

VA
fxz 0 1 2 fx
1 17.80% 4.49% 6.82% 20.12%
X 2 24.29%  3.83% 4.16% 32.28%
32.95% 3.33% 2.33% 38.60%
fz 75.04% 11.65% 13.31%  100.00%




Bilesik p.d.f bu gekilde elde edilecektir. Disgiik degere, X = 1, kosullanirsa olursa,
asagidakini elde ederiz.

fxz(1,0)  17.80%

— £1 135
fx(1) — 29.12% = OL137

fzix(0]1) =

X =1, 2, 3, ... degerleri icin kogullu c.d.f.’lerini beraber bir tabloya koyarsak, sunu elde
ederiz.

VA
fzix 0 1 2
1 61.13% 15.42% 23.42%
X 2 75.25% 11.86% 12.88%
3 85.36%  8.63% 6.04%

Bu uygulama neden ilgi ¢ekicidir? Tabloda birlesik p.d.f.lerle genel resim ¢ok agik
olmadigi halde, eviilik kalitesinin disik degerleri icin, kosullu p.d.f.lerin yliksek iligki
sayisina fazla olasilik yukledigini gorebiliyoruz.

Bu evlilikteki tatminsizligin, evlilik-disi iliskiye neden oldugu anlamina gelir mi? Kesinlikle
hayir: 6rnegin, uygulamayi tamamen ters yapabilirdik ve iligki sayisi Z verilmigken, rapor
edilen evlilik tatmini X’in kosullu p.d.f.lerine bakabilirdik. Yani

fxz(1,0)  17.80%

- — — = 2372
fxz(1,0} 7,(0) 5 04% 23.72%
Ya da kogullu p.d.f.leri bir tabloda 6zetleyebilirdik.
VA
fxz 0 1 2

1 23.72% | 38.54% | 51.24%
X 2 32.37% | 32.88% | 31.25%
3 43.91% | 28.58% | 17.51%

Yiiksek degerli iliski sayisi Z veriyken, X’in kosullu p.d.f. leri disiik degerli evlilik
tatminine daha yuksek olasilik vermektedir. Bbylece rakamlari, evlilik-digi iliskinin
eviilige zarar verdigi seklinde de okuyabilirdik. Bu genellikle “ters nedensellik” olarak
atfedilir: A’nin B’ye neden olduguna inansak bile, B ayni zamanda A’ya neden olabilir.



Dolaysiyla, kosullu olasilik her iki hikdyeyle tutarli olacak sekilde hareket etse bile,
iligkiyi iki yonlu “nedensellik” olarak yorumlayamayiz, ¢linki her iki hikaye de egit
derecede kabul edilebilirdir ve varsayimsal olarak gercek yasamda her ikisinde de
gerceklik payr vardir.

2. Tekrar

Sinifta yaptigimiz hic ornedi ezberlemenizi beklemiyorum, ancak 0Ozelikle “metin”
problemleri 6zel durumlarin/problemlerin “modelleri” olarak oldukga yararli olabilirler.
Dersler sirasinda tartistigimiz érnekler ile benzerlik kurarak belli bir soru igin bir ¢6ziim
stratejisi geligtirebilirsiniz.

1. Olasilik

Orneklem Uzayi, Kiime Teorisi ve Temel Operasyonlar
Bunu tartigmayacagiz.

Olasiligin tanimi

(P1) butin A c Siigin P(A) =0

(P2)P(S)=1

(P3) Eger A1, Ay, ..., ayrik kiimelerinin bir dizisi ise

(0

i=1

Ozel Durum: Basit olasilik
e Ssonlu
e P(A)= % burada n(B) B kimesindeki sonug¢ sayisini ifade etmektedir.
Olasilik Fonksiyonun Ozelikleri
P(AY) =1— P(A)
Pidy=10

eger A C B ise,0zaman P(A) < P(EB)

0< P(A) <1 herhangibir A C S igin
P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(ANnB)



Olasiligin Hesaplanmasi

Sorunlara su siraya goére yuklenin

(i) sonuglar itibariyle 6rneklem uzayini ve ilgilenilen olayi tanimlayiniz

(i) basit olasiliklar igin, her bir sonucun olugsmasini esit derecede mumkin
kilacak sekilde bir 6rnek uzayi tanimladiginizdan emin olunuz,

(iii) eger isin iginden g¢ikmazsaniz, o6rneklem uzayindaki sonuglari dogrudan
yazmaya galisin.

Sayma Kurallari

Temel kurulum: N’nin Xy, ..., Xy sayidaki objesini elde et
Carpma Kurali: Bir deneyi her birisinin m; sayidaki sonucu diger bolumlerin
sonugclarina bagl olmayan k sayida bolim kadar faktore ayirabilmek gerekir. Bu
bazen yanilticidir (6rnegin satrang gibi).
Kimeden birka¢c farkli yoldan k kadar obje ¢ekme (sinav icin onlari
hatirlamalisiniz):

1. k yerine koyma ile cekilir, siralama énemlidir; N sayida ihtimal

2. k yerine koymadan ¢ekilir, siralama énemlidir (6zel durum: permutasyon k

=N): (N%'k)' sayida ihtimal
3. k yerine koymadan cekilir, siralama Onemsizdir (kombinasyon):

N\ _ N! o . o . o
(n) = oom sayida ihtimal (6rnegin binom dagilimda, genel basari

sayisini verecek olan butun farkli ardisik “basarilar1” sayiniz).

boluntuler: N objeyi k gruba yerlestirme yollarinin sayisidir. Objenin tanimi
onemli degildir (6rnegin 4 torbaya bes benzer mavi topu farkli sekillerde
yerlestirme sayisi gibi): genel olarak (N;ff) kadar ihtimal vardir. Bunu asagida
tartisacagiz.

Batin bu sayma kurallarinin sdyle veya bdyle ¢arpma kuralindan elde edildigini
gorduk. Bazen ayni olayi elde etmek icin bir sayiyi farkh sayidaki ihtimale bdlmek
zorunda kaldik (6rnegin ayni kombinasyonun farkli sirada elde edilmesi gibi)

Bagimsizlik, kosullu olasilik, Bayes Teoremi

eger P(AB) = P(A)P(B) ise A ve B bagimsizdr,

eger P(B) > 0 ise kosullu olasilik P(A|B) =P;f:)),

P(A|B) = P(A)'dir eger sadece ve sadece A ve B bagimsiz ise,
Toplam olasilik kanunu: eger By,..., By S’nin boluntileri ise.




P(A) = P(A|B)P(B1) + ...+ P(A|B,)P(B,)

Toplam olasilik kanunu kosullu olasihigl marjinal olasiliga baglar, yani P(A)'nin nasil
P(A|B1) ... P(A|B,)’'ye baglanacagi gibi. Klasik uygulama: alt-nifus/alt-vaka tzerinden
toplulastirma, 6rnegin farkli baypas ameliyatlarina gére 6lim oranlari gibi.

e Bayes Teoremi(basit formulasyon): Eger P(B) > 0, o zaman asagidaki ifadeyi
elde ederiz:

P(BIA)P(A) P(B|A)P(A)
P(B)  P(B|A)P(A)+ P(B|AC)P(AC)

P(A|B) =

Bayes teorisi bize kosullama sirasinin nasil degistirilecegini soyler, yani nasil
P(BJA)dan P(A|B)’ye gidilir gibi. Klasik uygulama: B verisi verildiginde A ile ilgili inancin
guncellenmesi gibi, drnegin tibbi testler érnegi gibi.

Sinav i¢in bunlari tamamen kavrayarak bilmeniz gerekir.

2. Rasgele Degigkenler ve Dagilim Fonksiyonlari

e rasgele degiskenler rasgele olaylarin sayisal 6zelliklerini verir
e rasgele degisken X drneklem uzayi S’den reel sayilar R’ye giden bir fonksiyondur
e S’nin olasilik fonksiyonu X'in R ile tanimlanmis olasilik dagihmini ortaya ¢ikarir.

PIXeA)=Plse5:X(x) e A}
e Olasilik yogunluk fonksiyonu (PDF) fx(x) asagidaki gibi tanimlanir

P(X =x) = fx(x) egerxkesikliise

P(Xed) = [fx['fjda‘
Ja

e Birikimli yogunluk fonksiyonu (CDF) Fx(x) asagidaki gibi tanimlanir
Fylx)=P(X <)

Kesikli bir rasgele degisken icin dénemli bir 6rnek olarak, ardigik N bagimsiz
denemedeki X sayida “basar” y1 agiklayan Binom dagilim icin biraz zaman harcadik.
Her denemedeki basarinin olasihgi p’ye esittir. Binom dagilim i¢in p.d.f. asagidaki
gibiydi (bunu sinav igin bilmelisiniz):



fx(z)=PX =x)= ( \: )iﬂ'{l -p)"

CDF ve PDF arasindaki iligki
PDF’den CDF soyle elde edilir:

e eger X kesikliyse toplamini al.

Fx(z) =Y fx(z:)

xS

e eger X surekliyse integralini al.
Fx(z)=P(X <x)= [ Fx(t)dt

CDF’den PDF soyle elde edilir:
e eger X kesikliyse
fx(z)=Fx(z7)— Fx(z™)
e eQer X surekliyse

' d
fx(z)=Fx(z) = ﬁF.\' ()

Ayni sekilde, CDF’nin 6zeliklerini hatirlayiniz

e bitinx € Ricin 0 < FX(x) < 1,

o F,(x) X’te azalan degildir

e F,(x) sagdan sureklidir

e F,(x) her yerde sireklidir, Sadece ve sadece X strekliyse.

Birlesik Dagilim
Asagidakiler bakmigtik

e Xve Y'nin birlesik dagihmi (kesikli veya surekili)
e PDF’li X’in marjinal dagilimi



O
f_\-lf;r}=/ fxy (x,y)dy

Rasgele degdiskenlerin bagimsizligi, en dnemlisi sadece ve sadece X ve Y
bagimsiz ise butin (x, y) € R igin

fxv(z,y) = fx(z)fv(y)
e X verilmigken Y’nin kosullu olasiligi

i Ixy(zy)
frix(ylr) = ()

3. Rasgele Problemler

Ornek 2 (Bahar 2003 Sinavi). Bir Monet uzmanina sézde kaybolan bir Monet resmi
verilir. Resmin orijinal olma olasiliklarini degerlendirmesi istenir. Uzman asagidaki
bilgiye sahiptir:

e Genel olarak, “bulunan” ve kendisine gbnderilen resimlerin sadece %1’ orijinal
¢ikiyor, buna G olayi diyecegiz.
e “Bulunan” resimler orijinal Monet'in yaptigindan farkli olarak belli pigmentlerin
farkl kulanim frekansina sahiptir.
o “Bulunan” resimlerin %20’sinde sari kadmiyum Y gorulmdstiir, halbuki
orijinallerin sadece %10'u oyledir..
o “Bulunan” resimlerin %80°'ninde ham toprak rengi boya U gorulmdstir,
halbuki orijinallerin sadece %40’ 6yledir.
o ‘“Bulunan” resimlerin %40°’nda yanik sienna rengi S gorulmdstiir, halbuki
orijinallerin %60’1 éyledir.
e Gelen resim yanik sienna kullanmaktadir, ancak sari kadmiyum ve ham toprak
rengi degil.

Bu resmin orijinal olma olasiligi nedir? Soruyu cevaplandirmak igin herhangi bir ilave
varsayimda bulunmak zorunda miyiz?

Bu problem soyle bir yapiya sahiptir:

Problem bize resmin orijinal olmasi (“dinyanin hali” G) durumunda hangi rengin (“veri”
SYCUC) ne olasilikla gérinecegini sdyluyor gibi gértunuyor, P(B|A). Ancak, biz gercekte
icinde kullanilan renklere gore resmin orijinal olma olasihigini bilmek istiyoruz, yani
P(A|B). Bu nedenle kosulun sirasini degistiriyoruz, onun igin Bayes teoremi
kullanacagiz. Oncelikle problemde yer alan bilgiyi toparlayalim:



P(Y) = 02
PY|G) = 0.1

P(U) = 08
PUIG) = 04
P(S) = 04
P(S|G) = 0.6
ve
P(G) = 0.01

Bayes teoremini uygulamak i¢in neye ihtiyacimiz var? Teorem bize sunu soyler:

P(SYCUC|G)P(G)
P(SYCUC)

P(G 5‘}:("{;(?} —
Ancak, her rengin marjinal olasih@ biliniyor, bize birlesik olasilik gereklidir (hem G
kosullu hem de kosulsuz)

Bu nedenle, bu noktada ilave bir varsayimda bulunmak zorundayiz. Soruna
yuklenmenin en kolay yolu, kosullsuz ve G’ye kosullanmis olarak, pigment’in t¢ renk
arasinda kullaniminin bagimsiz oldugunu varsaymaktir, yani

P(SYCU®|G) = P(S|G)P(Y®|G)P(U|G) = 0.6 -0.9-0.6
ve
P(SYCU®) = P(S)P(Y®)P(U") =0.4-0.8-0.2
Bagimsizlik varsayimi altinda Bayes Teoremini kullanarak su sonuca variriz:

wepre,  0.6:09:.06-001 81
P(GISY“U“) = =
(@ ) 0.4-0.8-0.2 1600

Bu varsayimin ne derece dnemli oldugunu gérmek igin, farkli pigment turleri arasinda
farklh bir bagimli yapi kesfedin: varsayalim ki orijinal Monet igin her sienna S kullanilan
resimde, ayni zamanda kesin olarak ham toprak rengi U da kullaniimaktadir. O zaman,
kosullu olasilik tanimina gore sunu elde ederiz:

P(SYCU®|G) < P(SU%|G) = P(UY|SG)P(S|G) =0-0.6 =0

Boylece gergek bir Monet igin, sienna S’yi bulmak imkénsizdir fakat ham toprak rengi U
degil, bu nedenle kesinlikle biliyoruz ki s6z konusu resim Monet olamaz ( resmimiz bu



kombinasyona sahip oldugundan, genel olarak “bulunan” butin resimler igin dyle olmak
zorundadir).

Toparlayacak olursak, bu problem bize soruyu cevaplandirmak igin yeterli bilgi vermedi.

Ornek 3(Giiz 2003 Sinavi). Benim evimde geri déniisiim 10 a.m. ile 6gle saati arasinda
bir ara toplanir. Cépln toplandigi aralikta herhangi bir dakika herhangi bir digeri kadar
olasidir. COp ise saat 8:30 a.m. ile 11.00 a.m. arasinda bir ara toplanir ve yine
tekrarlamak gerekirse herhangi bir an herhangi diger bir an kadar olasidir. ki toplama
zamani birbirinden bagimsizdir.

(a) Iki toplama zamaninin, R ve G, birlesik p.d.f. si nedir?
(b) Geri déntisiimiin ¢épten énce toplanma olasiligi nedir?

R’nin marjinal dagilimi uniformdur (siirekli), yogunlugu ise asagidaki gibidir:

! < - 2] i
r 1 ~ e [10,12] ise
- 5 eger T € | |
fa(r) { 0 diger bitiin durumlarda

G’nin marjinal dagilimi kesiklidir, p.d.f. si ise asagidaki gibidir:
| % eger ge[85.11]ise
felg) = { 0  diger bitin durumlarda

Bagimsizliga gére, birlesik p.d.f. séyledir:

1 - - ‘ - .
_ e v | = eger re[l0,12] ve g€ [8.5,11] ise
ferlg.r) = fc(g)falr) = { (0 diger batin durumlarda

R < G olayinin olasiligi asagidaki gibi hesaplanir:

11

11 pmax{g.10} 4 "1 max{g — 10,0} g —10 [ g? 21 1
P(R< @)= —drdg = i g Y R : o= |2 _92 i, S
- [s, [| 507 [s, 5 (g -[l[ZI 5 7 L 10 ! o 10 10

Ornek 4. Sinifinizdaki arkadaslarinizdan birisi asadidaki problemin nasil ¢éziilecegini
sordu: N sayida birbirinden farksiz karatahtayi k sayidaki farkli sinifa dagitmak igin kag
farkli yol vardir?  Bu, k sinif igin bir karatahta boluntusi se¢cme ile ilintilidir.
Hesaplamalari agsagidaki gibi yapabiliriz:

o Bi, By, ..., By karatahtalariyla karigtirilacak, k-1 kadar “ayristirict”, Z1, Z,, ...,
Zy.1, tanimla

o Siniflara her yerlestirilen karatahtayr B, B,, ..., B, Z1, Z», ..., Zk.1'nin yeniden
siralanmasi olarak tarif et. Siralamada ilk Z'den énce gériinecek olanlar ilk sinifa,
ikinci “ayrigtirici”’ya kadar olanlar ikinci sinifa koyacagimiz v.b. tahtalardir. Eger



Siralama, 6rnegin Zs, B, By, Bs, Z4, By, ..., ISe, 0 zaman birinci sinifta karatahta
olmayacak, tahta 7, 2, ve 5 2nci sinifa gider, v.b.

dizinin farkl sayidaki siralamasi (N + (k - 1)! kadardir.

karatahtalar ve ayrigtiricilar esit oldugu icin (siniflar degil), her bir karatahtanin
permiitasyonu (N! permiitasyon) ve ayristiricisi (k - 1)! permutasyon) ile bolmek
zorundayiz.

Bdtiin pargalari bir araya getirince asagidaki gibi bltiin olasi yerlestirmeleri elde
ederiz.

 (N+k—1)! [ N+k—1
P="Nik—1)! ~ k-1 )



