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1. Rasgele degiskenlerin Fonksiyonlari

Dersin bu béliminde rasgele degiskenlerin fonksiyonlarina bakacagiz, Y = u(X). Y’nin
yine bir rasgele degisken oldugunu not ediniz: X érneklem uzay1 S’den reel sayilara bir
esleme (mapping) oldugu igin

ve U : R - R oldugundan , u ve Xin bilesimi de ayni zamanda S’den reel sayilara bir
eslemedir:

Y =ucX:5—=R

Ornek 1. Eger X ¢im bicme makinasindaki birinci bujinin ve Y ikincinin émrti ise, o
zaman ikisinin dmrunun toplamiyla ilgilenmis olabiliriz, Z =X +Y.

Ornek 2. MIT’ye gelmeden 6nce, birkag Alman arastirma bursuna basvurdum, bdylece
alacagim bursa bagl olarak aylik X Euro kadar tcret alacaktim. Doviz kuru, diyelim ki,
Eylal 2005’te Y dolar/Euro olsun. Bagvurdugum donemde her iki miktarda belirsizdi,
fakat parayr ABD’de harcayacaktim, dolayisiyla alacagim Z = X*Y miktari esas
ilgilendigim miktardi (en azindan dolar degisiminden sonra sikayet etmeyecegim kadar).

Simdi donustlrilmis rasgele degisken u(X) icin yogunluk ve c.d.fyi nasil elde
edecegimizi bilmek istiyoruz, bdylece p.d.f. si bilinen bir rasgele degiskenin sadece
kendisini iceren bir soruda oldugu gibi, bir rasgele degiskenin fonksiyonunu da igceren
her bir problemi ele alabilelim.

Ug¢ durumu diisiinecegiz

1. ilgili degisken kesiklidir
2. llgili degisken sureklidir
3. X sureklidir ve u(X) kesin artandir



Son durum elbette ikincinin 6zel durumudur, fakat gorecegimiz gibi galisilmasi en
kolay olanidir.

1.1 Kesikli Durum = “ 2-Adim” Yontemi

Eger X p.d.f.’si fx(x) olan bir kesikli rasgele degisken ise ve u(.) deterministtik bir
fonksiyon iken Y = u(X) ise,

fr)=PY =y)=PuX)=y) = > fx(z)

ol o) =y
Ornek 3.

eger e {—2,—1,0,1,2} ise

i)
0 diger bitin durumlarda

O zaman eger Y = g(X) = |X| ise,

fx(0)= l} eger ¥ =0 ise

; (=) +fx(1) =2 eger y=1ise

fr () = fx(=2)+ fx(2) = % efer y =2 ise
0 diger bitin durumlarda

Eger X kesikli ise Y’'nin de kesikli oldugunu not ediniz.

1.2. Surekli Durum = “ 2-Adim” Yontemi

Egder X p.d.f’si fxy(x) olan bir sirekli rasgele degisken, ve Y = u(X) ise, o zaman Y’nin
c.d.f.’si asagidaki ifade ile verilir:

Fy(y) = P(Y < ) = P(u(X) <y) = [ fx(z)de

Sy

Eger Y de ayni zamanda surekli ise, o0 zaman

Eger X surekli ise, Y’nin surekli olmasinin gerekmedigin not ediniz.



Ornek 4. Xten kiigiik en biiyik tamsayr Y = [X], X’in siirekli veya kesikli olup
olmamasina bagli olmadan, kesiklidir.

Ornek 5.

(z) = 3 efer —1<zx<1 ise
fx(x) = 0 diger bitin durumlarda

Simdi suna bakalim,
Y =X?
X € [-1, 1]den Y = [0, 1] olur. Y’nin yogunlugunu nasil elde ederiz? y € [0, 1] i¢in, c.d.f
asagdidaki gibidir.
Fy(y) = P(Y <) = P <) = P-y5 < X < ) = [

Toparlarsak,

0 eger Y < F] ise
Fy(y) = v’ﬁ eger y £ [0,1) ise
1 eger y =1 ise

Y stirekli oldugu igin, yogunlugu sbyle hesaplariz,

d . _)—l? eger y e [0,1] ise
Fr(y) = d—UFv[?ﬂ - { {]u. diger butin durumlarda

y=X4 X~U[1,1]
f}' v)

|.J|_.




1.3. Bire-Bir Dontuisum i¢in Degisken Degistirme Formulu

Genel olarak Y’nin yogunlugunu, 6zelikle bir integral ve bir tirev icerdigi icin, c.d.fler
araciligiyla X’in fx(x) yogunlugundan elde etmek uygun degildir. Bu durumda, p.d.f.ler
arasinda daha direkt bir baglanti olup olmadigi merak edilebilir.

Daha genel duruma ge¢meden 6nce, varsayalim ki bazi sabit degerler a > 0 i¢in u(x) =
ax’tir. O zaman Y = u(X) = aX'in c.d.f si asagidaki ile elde edilir.

Frw= [ fx@de= [ fede=Fx (2)
o g J"-'f:% a

Y .

Zincir kuralini kullanarak, Y’nin p.d.f.’sini soyle turetebiliriz:

o d S d - (Y _lff N T
fr(y) = H’Hh (y) = Hryf X (”) = J;:-E"" (z) = af_\. (x)

Bunun icin en iyi sezgisel degerlendirme nedir? — Eger a > 1 ise, donlisumdi, rasgele
degiskenin Uzerine dustigu ekseni germe olarak dusunebiliriz. Bu durum, eksen
Uzerindeki herhangi bir iki noktaya a’nin carpimi kadar yer degistirtir, fakat degiskenin iki
nokta arasina dusme olasihdini sabit tutar. Dolayisiyla, Xin dagihmi ile
karsilastinildiginda Y’nin dagihmi 1/a ¢arpimi kadar “seyreklesmis” olur. Bunu icinde bir

miktar Uzum olan hamur ile hayal edebiliriz. Hamuru ne kadara yayarsak, hamur
icindeki Uzumlerin hamur tahtasinin yuzeyine gore dagilimi o kadar seyrek olacaktir.

X’in u(.)’sunun turevlenebilir monoton donusuimu i¢in asagidaki sonucu elde ederiz.

Onerme 1. X fx(x) yogunlugu bilinen rasgele stirekli bir degdisken olsun, ayrica P(a < X
<b) =1veY =u(X)dir. Eger u(.) |a,b| gibi bir aralikta kesin artan ve turevlenebilir ise
ters yer degisim s(y) = u™(y)’ye sahipse, o zaman T'nin yodunlugu asagidaki ifade ile
verilir.

i _|' I | w oy L -
i () Tx(sly)) |pely)| eger ula) =y =< ulb)ise
fvly) = e o
’ i diger bitin durumlarda

Benzer sonucun, u(x)'in |a, b|'de kesin azalan olma durumunda da dogru olduguna
dikkat ediniz.

Ornek 6. X [0, 1] araliginda uniform, béylece p.d.f.si de asagidaki gibi olsun



1 efer D<xr<lise
fx(z) = 0 diger bitin durumlarda

Y = X®nin p.d.f.’si nedir? X'i desteklemek icin, u(x) = x*nin kesin artan ve tiirevienebilir
oldugunu dusinuyoruz ve boylece Y’nin p.d.f.sini elde etmek igin u(.)’nun tersi olan s(y)

= \/} 'yi kullanarak asagidaki iligskiyi elde ederiz.

o oo ld o1 —= eger 0Zy<lise
fr(y) = fx(s(y)) E”'-.HJ_ = fx(\y) 2.7 = { [-J\"]f diger bitin durumlarda

Bu, yukarida yaptigimiz bir 6rnede benzemektedir. Oncekinden farkli olarak, Xin
destegi [-1, 1] idi ve boylece u(x) = x* Xi desteklemek igin monoton degildi.

Bu formullin sadece bire-bir tirevlenebilir dontsumler- yani monoton - igin ¢alistigini
not etmek cok dnemlidir. Diger durumlarda, kesikli ve sirekli durumlar icin hantal 2-
adimli ydntemlere bagli kalmak zorundayiz.

1.4 Olasilik integrali / Quantile Déniisiim

Surekli rasgele degiskenler igin, ilging- ayni zamanda c¢ok yararli- bir sonug vardir:

asagidaki manada “c.d.fnin c.d.f.’si” uniform bir degiskendir:

Onerme 2. X, c.d.f.si Fx(X) olan surekli bir rasgele degisken olsun. O zaman, c.d.f. X’in
rasgele cekiligiyle élgiillirken, Fy(X) uniform dagilimlidir. Yani

Rasgele bir degiskenin fonksiyonun kendisinin de rasgele bir degisken olduguna dikkat
ediniz (bunu daha sonra detaylh bir sekilde tartisacagiz).

ISPAT: C.d.f. sadece sifirile 1 arasinda degerler aldi§i igin, F(X)'in c.d.f.’si olan G(.)'nin
hali hazirda su kosulari sagladigini gorebiliyoruz:

GF(X))=PFX)<z) = 0eferz<(ise
GIFIX))=PF(X)<z) = 1legerz>1ise

Genellestirmeyi ortadan kaldirmadan (sadece birkag ilging olmayan ekstra tanim veya
durum farkhhgindan kaginarak), varsayalim ki F(.) kesin monotondur- unutmayin Ki
bitiin c.d.f.ler azalmayandir. Bunun anlami, F*(.) gibi ters bir fonksiyonun oldugudur,
yani , F}(F(x)) = x gibi bir fonksiyondur.



X, A

Tammlanmamig
Tammlanmamig

Ters fonksiyonda kesin olarak monoton olacaktir, bdylece 0 < x < 1 icin rasgele
degisken Fx(X)'in c.d.f.’si asagidaki gibidir

P(Fx(X) <z ) =P (F5' (Fx(X) £ F3'(2) ) = P (X < Fx'(2) ) = Fx(F'(2) =2
(birinci esitlik F'in monotonlugunu, ve c.d.fnin Giglincl tanimini kullanir).

Ozetlersek, rasgele degisken F(X)'in c.d.f.si olan G(.) s6yledir

0  eger x<I() ise
G(Fi(z)) = o eger (< gp<] ise
1 eger p>1 Ise

Bunun, [0, 1] aralidinda uniform rasgele bir degiskenin c.d.f.’si oldugunu da kolaylikla
kontrol edebiliriz, boylece F(X) U[O, 1] ile ayni olasilik dagiimina sahiptir.

Bu sonug¢ ne ise yarar? Bir 6rnek olmasi bakimindan, bilgisayar ile uniform rasgele
rakamlar elde etmenin ¢ok etkin yollann vardir. C.d.f.si Fx(.) olan bir rasgele
degiskenden n gekilisli bir drneklem elde etmek istiyorsaniz, sunlari yapabilirsiniz:

e Uy,...Uy ~ U0, 1] cekilisini yapiniz,
e her bir uniform gekiligini suna gére dénusturiniz:

Xi=FgH(Uy)

Daha onceki argumanimiza gore, Xi, ..X, c.d.f. si Fx(.) olan bir rasgele degisken gibi
davranir. Bu ydntem integral (ya da quantile) déndiistiirme olarak bilinir.



Ornek 7. Uniform dagiimindan bir rasgele degisken U’yu ¢ekmemize izin veren bir
bilgisayar programimizin oldugunu varsayalim, fakat biz gercekte rasgele cekilen ve
p.d.f.’si agsagidaki gibi olan bir X elde etmek istiyoruz

for () { %r;—!?"‘-" eger x = () ise
JX\T} =

0 diger bitin durumlarda

Integral ile X'in c.d.f.sini elde edebiliriz:

L { 0 eger < () ise
Fxlz)=

| —e=3z efer > () ise
Béylece c.d.f.’nin tersi séyledir:
i—EJ (u) =—2log(l—u) well.l ign

Eger bunu bir istatistik yazilm veya Excel kullanarak denersek, cekilisin histogrami
séyle gérinecektir:
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Uniform Cekilisler Ustel Cekiligler
Sekil 1. Bir uniform’dan (Soldaki) 5000’lik ¢ekilisin histogrami ve X; = -2log(1-U;)’in
doénusumu (Sagdaki)

Eger Excelde kendi basiniza birkag 6rnek denemek istiyorsaniz, RAND() fonksiyonunu
kullanarak birka¢ uniform rasgele cekilis yaratabilirsiniz. Sonra, menlilere tiklayarak
histogram olusturabilirsiniz( “Araglar”> “Veri Analizi” > “Analiz araclari” > “Histogram”)



