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1. 2 veya Daha Fazla Rasgele Degigkenin
Fonksiyonlari

2 veya daha fazla rasgele degiskenin birlesik dagilimi hakkinda halihazirda
ogrendiklerimizi tekrarlayalim. Diyelim ki X3, X», ... ,X, var,

e Eger Xy, ... . X, kesikli ise, onlarin birlesik p.d.f.’si

ile verilir.

e Eger Xi, ... ,X, surekli ise, onlarin birlesik p.d.f.’si pozitif bir fonksiyondur,
fx1 . xn(X1, ... ,Xn), bu nedenle herhangi bir D ¢ R" icin

P({Xl,...,Xn] ED) =L---ff.\:l:...._x_.ﬁ':mn---:J'Jrz:'ffjll---di"n

o Xy, ... ,.Xybagimsizdir eger asagidaki saglanirsa

PlXi€A1,..., Xnedn)=P(X1 £ 41)-... P(Xy € An)

Bunun asagidakine esit oldugunu hatirlayiniz,

Simdi yukarida tartisilan tek degiskenli durumdan nasil 2 veya daha fazla boyuta
geneleme yapacagimiza bakalim.

Tek boyutlu durumda oldugu gibi yine tG¢ durumu ayirt edecegiz:

1. ilgili degisken Xu, ... ,Xn kesiklidir
2. llgili degisken X4, ... X, sireklidir
3. Xsureklidir ve u(Xy, ... ,X,) n-boyutlu bire-bir bir fonksiyondur.



1.1. Kesikli Durum

Varsayalim ki Xy, ..., X, birlesik yogunlugu p.d.f. f x1, ... xn(X1, ... ,Xn) ile kesiklidir ve Y1,
...,Ym m tane fonksiyon ile veriliyor

Yi = w(X,.... Xn)

Yo = U (X1, 000y Xn)
Ayni zamanda,
Ay =z, ma) rr{E, ) = U, (21, B = Y )
Bu durumda ve Y, ... ,Yy'in birlesik p.d.f.si asagidaki ile verilir.

Py v (Wt lim) = Z Fwoox (oo a)

Ornek 1(Binom Rasgele Degiskenlerin Toplamasi). Varsayalim ki X ~ B(m, p) ve Y
~ B(n, p) p.d.f.si asagidaki gibi olan bagimsiz binom rasgele degiskenler olsun.
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Eger Z = X + Y olarak tanimlarsak, p.d.f. f,(z) nedir? X ardisik m bagimsiz deneydeki ve
Y ise n deneydeki basari sayisi oldugu igin (her ikisi de ayni basari olasiligina sahiptir),
o zaman Z’nin de m+n denemendeki p olasilikli basarilarin toplami olmasi gerektigi bir
ilk tahmin olarak sdylenebilir. Yani Z ~ B(m + n, p). Bu dogru olacakmis gibi gériintiyor,
ancak bicimsel olarak bunu kontrol etmemiz gerekiyor:

PlZ=z) = P{X=0Y=zlor{X=1Y=z-1}...or {X =2V =0})
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p“(L — p)" * terimi k’ye bagl dedgildir, bu nedenle onu toplamdan cekebiliriz. Diger
taraftan, asagidakini iddia ediyorum,
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Gergekten de, sayma kuralini kullanarak bunu g0sterebiliriz: ¢arpim kurali ve
kombinasyon formiilt ile, (7')(,",) terimi m sayili bir gruptan gekilen k eleman igeren bir
kime ile n sayili bagka bir gruptan gekilen z-k eleman igeren farkli kiime sayisina
karsilik gelir. Bltin k degerleri (izerinden toplayarak, birlestiriimig iki kiimeden (yani, m
+ n elemanli bir kime) bir z kiimesinin elemanlarini gekmenin toplam yollarinin sayisini
elde ederiz. Kombinasyon formuliine gore bu kiime (™'™)Yye esittir, bu da ispatlamaya
calistigimiz esitligin sag tarafidir

Biditiin pargalari bir araya getirecek olursak,
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Boylece gercekten Z ~ B(m + n, p).

Bir tedbir notu olarak, genel olarak ayni dagilim ailesinden —bu durumda binom- gelen
iki bagimsiz rasgele degisken X ile Y’nin toplami olan Z ayni aileye ait olmayacaktir. Bu
baglamda, binom dagilim ¢ok 6zel bir durumdur ve ayni 6zelige sahip sadece birkag
tane daha yaygin olarak kullanilan dagihim vardir. Ornegin, Eger X ~ B(m, px) iken Y ~
B(m, py) ve px # py ise, yukarida elde edilenler higbir ise yaramayacaktir.

1.2 Surekli Durum

Varsayalim ki Xy, ..., X, birlesik yogunlugu yani f x1 .. xn(X1, ... ,Xn) p.d.f.si ile streklidir
ve Y (kavrami basit tutmak i¢in sadece bir degisken kullanalim) asagidaki fonksiyon ile
verilmektedir.

YV o= u(Xi ... X,
Eger
By = {(z1,....2n) rulzy,...,20) Sy}
ise, 0 zaman Y’nin p.d.f.si agagidaki ile verilir:

Fy(y) = / Fx o xal@y e 20)dzy L da,

L = 5 S P | =



2. Bire-Bir Donusum icin Degisken Degistirme
Formulu

Bu da yine sadece surekli degiskenler ile g¢alisan 6zel bir durumdur: A Xj, ... ,Xy'nin
destekleyeni olsun, yani

P ':Ir ':-'-’-'l---- --'-f-'.-::' = -J‘.ll = 1

ve B'de Yy, ... Y, indirgenmig destekleyeni olsun, yani

Varsayalim ki Y1, ... ,Y, turevlenebilir bire-bir donisimuinden elde edilen Xj, ... ,Xyden
elde edilsin,

Y1 = w(Xy,...,d An)
Yo = wunlXq, ..., Xl

Yani (Xg, ..., Xn) € A’nin her degeri (y1, ..., Yn) € B’nin birer elamaniyla eslesmektedir. Bu
durumda [s1(X1, ..., Xn), -.., Sn(X1, ..., Xp)]'nin tersini tanimlayabiliriz, boylece

-]{l = "3'1':}-[ """ T-" )

Xn = su(¥i,...,¥)

Eger si(.), ..., sn(.) B Gzerinden tirevlenebilirse asadidaki matrisini tanimlariz.

8. a
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Kismi tlrevin bu matrisi ayni zamanda Jacobian’in ters dénuasimu olarak adlandirilir.
Dogrusal Cebiri almayanlarin, 2’ye 2 durumlarini galismalari yeterlidir. ikiye iki
durumlarinda Matris A’'nin determinantinin asagidaki gibi hesaplandigini bilmeniz
gerekiyor:

S o b ;
det{4) = det = nd — he
I



Onerme 1. Xy, ..., X, yukarida vurgulandigi gibi Yi, ..., Yn ile eslesmesi bire-bir ve tersi
olan si(.), ..., sn(.) tirevlenebilir ise, 0 zaman Yy, ..., Y 'nin birlesik p.d.f.si asagidaki ile
verilir.

Fry e (1(w)s oo y8n(y)) - [ det(T)| eper ¥ € B = destek(¥1,---.¥a) ise
1 R = o
St s tn) { 0 diger bitdn durumlarda

2.1 Dogrusal Donlistiirme

X rasgele degiskenlerin bir vektort olsun, yani det(A) # 0 olan bir nxn matris A igin,

ve

Ya

Bu durumda dogrusal eslestirme (mapping) Y = AX bire-birdir (matrisin tersi oldugu igin)
ve degdisken degistirme formulinu kullanarak Y’nin birlesik dagihmini bulabiliriz.

1
fx - (24 -
— e, x (T 2]
det{ A" "

P valUts s Un) = e xo (21, 2p) det(A™Y) =

Ornek 2. Bunun ekonomideki 6nemini gérmek icin, varsayalim ki Boston’daki portakal
suyu piyasasi i¢in basit (kismi denge) bir modelimiz var. Firmalar fiyat p’nin bir dogrusal
fonksiyonu(as ve fs katsayili) olan miktar gs’i arz etmek niyetindedirler.

Os= s+ [P + Us

Burada us rasgele bir degiskendir (diyelim ki Florida’daki gunegli saatler gibi). Tuketiciler
baska bir tesadufi sok ug veriyken (diyelim ki gelir) miktar qq4'yi talep ederler.

Jd= o4 - P + Ug

Denge durumunda, arz talebe esittir, yani fiyatlar dyledir ki s = qq = g'dir ve fiyatlar ile
miktarlar beraber asagidaki iliski tarafindan belirlenir.



Fiyat ve miktarlarin birlegik dagilimini elde edecegimiz goklarin (ug, Us) birlesik p.d.f.si
fu(us, ug)’yi biliyor olabiliriz ya da varsayabiliriz. Bu birlesik p.d.f. kesin sekilde
Jacobian’a (sol taraftaki matris) bagh olacaktir. Bu durumda det(J) = g4 + f£5'dir, bu
nedenle eger arz veya talep 6nemli (nontrivial) bir egime sahip ise, soklardan fiyata ve
miktara donisum bire-birdir ve sonugta ortaya ¢ikan birlesik p.d.f. asagidaki gibidir:

frolp.q) = fului(p.q). ua(p.q)) Bs + 34

Bu durum, bu derste isleyeceklerimizden biraz uzak gibidir ancak Jacobian terimi | gy +
Fs| piyasa dengesi araciligiyla fiyat ve miktarin karsilikh bagimlihgini yakalar. Bunun,
14.32 dersinde piyasa sonuglarindan arz ve talebin ayri ayri tahmin edilmesini
zorlastiran “esanlihk problemi” olarak adlandirilan durumun kaynadi oldugu ortaya
cikmistir. Bu Ekonometrinin temel problemlerinden biridir.

2.2. X +Y’nin Dagilimi (Bukilme)

Varsayalim ki X ve Y bagimsiz surekli rasgele degiskenlerdir ve p.d.f.leri, sirasiyla, fX(x)
ve fY(y)dir ve boylece rasgele degiskenlerin birlesik p.d.f.leri fxy(x, y) = fx(xX)fy(y)'dir.
Z = X + Y’nin p.d.f.si nedir?

Ornek 3. Bunun gibi bir 6rnedi sinifta yaptigimizi hatirlayiniz: ¢im bigme makinesindeki
iki bujini 6mrine bakmigtik, ve P(X + Y < z) olasiligr {(x, y) : y < z —x} ile tanimlanmig
Ucgen uzerinden fxy(X, y) birlesik yogunlugun integrali oldugu ortaya ¢ikmigti. Bu
durumda Z’nin c.d.f.si asagidaki gibidir:

T z—T 30 E—T Ta's)
Fz(z) = P(X+Y <z) = / / fxv(z,y)dydr = / / fx(z) fy (y)dydr = / fx(z)Fy(z—z)dz
S —oo S —oo J—oo S —oo J—oo

Buradan, Z’nin yogunlugunu elde edebiliriz,

. d . =
fzlz) = —Fz(z) = fx(z)fy(z — x)dx

Rasgele degisken Z = X + Y, X ve Y’nin buklimQ olarak ta adlandirilir. Son formulin
sadece bagimsiz rasgele degiskenlerin toplanmasi halinde gecgerli oldugunu not ediniz.

Ornek 4. Onceki 6rnekteki tartisma “2-adim” yénteminin ¢izgisiyle ayniydi ve
degiskenlerin déniigtimi formiliini kestirme bir yol olarak kullanmanin mimkdiin olup
olmayacagi merak edilebilir.

(X, Y)'den Z’ye esleme agikga bire-bir degildir, bu nedenle degiskenlerin déniigliim
formiliind dogrudan kullanamayiz. Ancak, asagidaki “hileyi” yapabiliriz: asagidakiler
tanimlayalim.



Z=u(X.Y) = X+Y

L)

W=u(X.Y) = Y
O zaman, ters déniigtim sbyle tanimlanir:

X=8(ZW) = Z-W
V=8(ZW) = W

Bu durumda

1 -1
det.]=det< 01 ) =1

Bundan 6tird,
fzw(z.w) = fxv(s1(z,w), 82(z,w)) = fx(s1(z,w)) fy (82(z,w)) = fx(z —w)fy(w)

Birlesik p.d.f.’yi w Uzerinden integralini alarak Z’nin marjinal p.d.f.sini elde edebiliriz
artik.

=T
fz(z) = [ fx(z —w)fy (w)dw
of -

Bu bir énceki tiiretmeden elde edilen formdiliin aynisidir.

Ornek 5. Simdiye kadar iistel dadilimin birkag érnedini gérdiik (¢im bigme makinesi
ornegindeki gibi). X ve Y bagimsiz (istel rasgele degiskenlerdir ve marjinal p.d.f.leri
sbyle olsun:

o T eger = () ise P e~V eger if @ > () ise
fx(z) = friy) =

0 diger bitin durumlarda )] diger bitiin durumlarda

Son formiil ile , Z = X + Y’nin p.d.f.si agagidaki gibidir:

fz:;zjl
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Burada, ikinci adimdaki integralin limiti X ve Y’nin desteginin pozitif reel sayilar ile sinirli
olmasi gergeginden gelmektedir. Yani z < 0 igin fx(z) sifirdir, halbuki z > w igin fy(z - w)
sifir olur.



