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1. Sira istatistikleri

X1, ..., Xp p.d.f.leri fx1(x) = ... = fn(X) benzer olan bagimsiz rasgele degiskenler olsun —
genellikle boyle bir sirali ifadeyi “bagimsiz ve ayni(benzer) dagilimh” olarak adlandiririz
ve i.i.d. olarak kisaltinz. Asagidaki fonksiyon ile ilgileniyoruz.

Y, =max{Xq,..., X}
yani Y, érneklemin en blyuk degeridir.
Bagimsizligi kullanarak Y ’'nin c.d.f.sini tiretebiliriz.
Fr,(y) = P¥n<y=PX1<y.X2<y...., Xn <y)
PX; <y)P(Xo<y)...P(X, <vy)

Fx (y)Fx,(y)...Fx, (y)
= [Fx(y)"

Zincir kuralini kullanarak, maksimumun p.d.f.sini elde edebiliriz.

d

fy.(y) = @F&;(fﬂ =n [Fx[.!a’}:ﬂ_l fx(y)

Ornek 1. Eski bir resim bir agik arttirmada satilir. n kisi agik artirmada bagimsiz olarak
B1,..., By tekKliflerini sunarlar ve tekliflerin marjinal c.d.f.si Fg(b)'dir. En yiksek teklifi
veren potansiyel alici resmi alacak olan kisidir ve teklif miktarini 6demek zorundadir (bu
tir acik artirmalar Dutch, ya da birinci fiyat agik artirmasi olarak bilinir). Bu durumda
resim saticisinin hasilasinin p.d.f.si asagidaki ile verilir:

fy{ﬂ_j] — fmm-c{ B, _....H,.}-'::.ff:l —n :FH[.U'}:”_I _f:;{y]

Simdi bunu érneklemdeki diger siralamalara genellestirebiliriz. Ornedin,



Yna = X, ..., Xa'nin en yluksek ikinci degeri”

Bu rasgele degisken Xi, ..., Xy'nin (n-1)’nci sirali istatistigi olarak adlandirilir ve onun
p.d.f.sini belirleyebiliriz.

Onerme 1. Xy, ..., X, p.d.f.si fx(f) ve c.d.f.si Fx(x) bir i.i.d. rasgele degiskenler silsilesi
olsun. Bu durumda k’nci sirall istatistik Yi’nin p.d.f.si séyledir:

.f&";,.(;'”}:]:ﬂ‘.(;t )[F‘s.lfj l[l—F lfj} — .ij ':fj

ISPAT: Deneyi iki boliime ayirabiliriz, (a) X'lerden biri yogunluk fx(y)'e gore y degerini
almak zorunda olsun, ve (b) y degeri veriyken, diger c¢ekilisler dizisi y’nin etrafinda y
orneklemin en kicguk k’nci deger olacak sekilde gruplandirilsin.

Bolum (b) n deneyin Xj, ..., Xyin n ¢ekilisine karsilik gelen bir binom deneydir ve inci
turdaki “basari” olay (X1 < y) olarak tanimlanir. Cekiligler bagimsiz ve ayni p.d.f. ile
ilintili olduklari icin, binom dagilimdaki p parametresi Fx(y)'e esittir. y'nin daha kicuk
olmasi veya en kucuk knci degere esit olmasi binom dagdilimdaki en az k kadar “basar1”
ile ilgilidir ve bu nedenle ilgili c.d.f asagidaki gibidir.

"

Raw =3 (] ) Fx@IL-Fs

i=k
Simdi c.d.f.’nin y’ye gore turevini ¢carpim ve zincir kurali ile alarak p.d.f.yi elde edebiliriz.

foly) = ngk @)

=2 ( 1 ) IR @)= P )" () =3 ( ) (= DIFx ) [L — Fx @)™ fx (@) = Ti - Ty
=k =k

Bu ifade karmagik gorunuyor, fakat bunun esasinda teleskopik bir toplam oldugu
anlagilabilir, bunda 6tirl toplamli terimlerin (summand) cogu dusecektir. ikinci terimdeki
| = n ile ilgili toplam degerin sifir olduguna dikkat ediniz. Onu yeniden yazabiliriz

n—1 T

T=3 ( i ) (n=D)[Fx()]'I=Fx )" " ix(m) = Y ( 1o ) (=) [Fx () " [1=Fx ()]" " fx ()

1=k i=k+1

burada mevcut | endeksi |-1 ile yer degistirmistir. Birinci terim igin asagidaki s6z
konusudur:

n nll n! | B - N ‘
E-( ! )_“(”-—3] (I — 1) n—1+ l}‘m_g—i—”_(f—l )Uj_ﬁ_kl}




Bu durumda birinci terim asagidaki gibi olur

UEDY ( o1 ) (n =1+ D[Fx @] 1= Fx(m)]" " fx ()

I=k

Bdylece yogunluk T;i tanimlayan | = k terimin toplamina esittir c¢lnkd T.,yi
cikardigimizda yok olmayan tek terimdir. Bu nedenle,

}\l.
) = ==Y (") ) (=14 D @) = Fe WP e

I=k

n! :
(n—k+ 1)[Fx (y)]* 711 — Fx ()" fx (
kDR Fx ()" L= Fx (y)]" " fx (y)

N k( i ) [Fx ()] 1 = Fx()]" " fx (y)

bu ispati yapilan sonuctur.

Ornek 2. Alicinin en yiiksek fiyat teklifini verip resmi aldidi birinci agik artirmadan farkli
bir acik artirmayi simdi diigtinebiliriz. Buna gore en yliksek fiyati teklif eden yine resmi
alir ancak bu durumda ikinci en buyuk fiyat teklifi kadar 6demek yapmak zorundadir (bu
acik artirma sekli ilkine gére daha yaygindir ve ingiliz yada ikinci-fiyat acik artirmasi
olarak bilinir). Eger teklif edilen fiyat rasgele degiskenler, C,, ..., Cy, ise, saticinin gelin
Y simdi asagidaki p.d.f.’ye sahiptir.

fr(y) =2 ( g ) Fe(y)[1 — Fe(y)]" % foly)

Ayni fiyat teklifini veren kisinin iki farkli agik artirma formatina farkli fiyat teklifi vermesi
gerektigini ekonomi teorisinden bildigimiz igin, fiyat teklifleri igin farkli harf kullandigima
dikkat ediniz.

2. Bir parantez agmak: “Herhangi bir sayinin ilk
basamagi”’nin dagilimi (derste islenmedi).

Burada, kendisi i¢cin daha 6nce gordugumuz yontemleri kullanmayacagimiz, hos ama

standart olmayan bir problem var. Bu kesinlikle problem seti veya sinava hazirlik igin
uzerinde durmayacagdiniz bir sey, ama ben yine de degdinmek istiyorum.



Hakkinda higbir sey bilmedigimiz sayilarin birinci basamaklarinin dagilimi nedir? Daha
acik olmak gerekirse, X'in neyi temsil ettigini veya ne tur birim (1/Y) kullandigini
bilmedigimiz herhangi bir seyin 6lglist olsun. Ornegin bir gazeteyi inceleyip herhangi bir
seyi (gelir, borsa endeksleri, nufus vs.) dlgen rakamlari toplayabiliriz. Nereden geldigi
hakkinda baska hicbir sey bilmedigimiz bu rakamlarin birinci basamaklarinin p.d.f.’si
nedir? Yani X ve Y’nin pozitif olma diginda herhangi bir deger olabilecekleri bildigimiz
tek sey ise, Z = X.Y rasgele degiskenin ilk ondaliginin p.d.f.sini nasil turetebiliriz?

Sezgisel olarak, uniform dagihm sanki rakamlar ve birimleri hakkinda ¢ok fazla “bilgi”
icermedigi igin, ilk tahminimiz, ilk basamagin uniform (kesikli) dagihmli olmasi olabilir.
Ancak, eger uniform dagilimi alirsak ve birimleri degistirirsek (6rnegin varsayilan
dagilimda buatin rakamlari ikiye ve dorde katlarsak), birinci basamaklarin dagilimi
uniform olarak kalmaz. Ornegin, eder gergek rakamlar X ~ U[1, 10] , 4X ~ U[0, 40] ise,
4X’in birinci basamagi Y agagidaki p.d.f.ye sahiptir.

1 1 —
E TR eger y€11,2,3} jse
) =% = eger  y € {4,5.6,7,8,9} ise
0 diger bitin degerlerde

Ya da, goruldugu gibi, birinci basamaklarin dagihmi hakkinda minimal dizeyde gerekli
olan bilgi, 6lgim birimini degistirdigimizde dagilimin degisemeyecegidir.

Gercekte aradigimiz, olcek degisimine bagh olarak dagilimi degismeyen bir rasgele
degisken X'tir, yani a > X icin aX. Eger Z = log(X) ~ U[log(1), log(10)] varsayarsak bu
dogrudur, c¢unku bir dlcek kaymasi igin asagidaki elde edilir:

4 z loe (£} — loo z4+1"
Piz<aX<z+1) = P(:EX::“JFL): og (3) —log (*57)

a a log(10a) — log(a)

log(z + 1) — log(z) P ‘
— = =Pz< X <z 1
log(10) — log(1) st sz41)

O zaman Z'nin ilk basamag Y asagidaki p.d.f.ye sahiptir.

log{z4+1)—log(z) - — : )
fy(y) = { = Tog(10) eger Y {1,2.3,.... 9} ise

0 diger bitin durumlarda



1 2 3 4 & [ T 8 9
vniform vogunlul [ =54 birim carp2
I =k birim parps 4

Sekil 1: Uniform Uzerinde Olgiim Birimi Degisikliginin Etkisi

Bu degismeyen fikir bir dagihmi elde etmenin ¢ok yapay bir yolu gibi gorinebilir, ¢inki
dagihmin X olcimud veya olgme birimi ile ¢ok belirgin bir bagi yoktur. Ancak, ortaya
cikan p.d.f. kategoriye disen “gercek-dunya verisi” hakkinda ¢ok iyi bir tahmin veriyor
gibi gérinlyor. Ornegin New York Times’ta goriinen rakamlarin bir seyi 6lcmesini temsil
etmeleri gibi. Asagidaki sekil, Economist’in “Rakamlarla Diinya 2007” cep kitabinda yer
alan 77 ulkenin ulusal para birimi cinsinden (Japonya icin Yen, Kanada icin C$ gibi)
GSYiH'larin birinci basamaklarinin histogrami ile beraber “teorik” yogunluklarini
gostermektedir. Ozetleyecek olursak, bu drnek verilen iki rasgele degiskenin dagilimini
belirlemede degigik radikal bir yaklagim ortaya koymaktadir: burada X ile Y’nin
p.d.f.lerini bilmeden basladik, fakat her nasil bir dagihm ortaya c¢ikacaksa, birim
degisikliklerinden etkilenmemek zorunda oldugunu belirttik, yani Y’nin gerceklesmesi
gibi. “Degismeyen (invariance)” illeri istatistikte gok 6énemli yeri olan bir kavramdir, fakat
bu dersin amaci nedeniyle, bu érnekten 6teye gitmeyecegiz.
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Sekil 2: Yerel Para Cinsinden GSYiH’larin ilk Rakamlarinin Dagilimi ve Teorik
Yogunluklari (rakamlar The Economist, Pocket World in Figure 2007°den alinmadir)

3. Beklenen Deger ve Medyan

P.d.f.si fx(x) olan bir rasgele degisken X verilmigken, tim yogunluk dagilimini vermek
zorunda kalmadan tim dagilimin en 6énemli 6zeliklerini 6zetlemek istiyoruz. Beklenen
degder esas itibariyle bize X'in dagihminin nerede merkezlendigini sodyler.

3.1 Tanimlar

Tanim 1. Eger X kesikli rasgele bir degisken ise, toplams sonluysa, X'in E|X] ile belirtilen
beklenen dederi asagidaki gibidir.

E[X]:=) zfx(z)

T

Eger X surekli ise, integrali sonluysa, beklenen deger asagidaki gibi tanimlanir
E[X] = [ T fx (x)dx
o —

Ornek 3. Binom rasgele degiskenin, X ~ B(n, p), beklenen degeri nedir?



I
r=0

n

nlz .
— (1 — py*—=
Z r!(n — .r]!j l P)

r=1
n

(n— 1)! r—1 1Y —(z—1)
= : : - (1—p)»~ D=1
Z ”ptx.r — 1) ((n—1)—(x — l,],]!‘!rj l P)

=1

n—1
n—1 » 1
= ”I]Z: ( 1 )!jd l:xl _p]i-i' I

.i"‘:[]

= np-1

burada ikinci sirada, x = 0 ile ilintili toplam degeri gérmezlikten gelebiliriz ¢linki sifira
esittir. Uglincii sirada n’yi binom katsayisindan attik ve izleyen adimda, toplam
endeksini x'ten x-1’e dénlistiirdiik. Sonug olarak, eder np’yi ¢cekersek, toplamlar X ~
B(n-1, p)’in binom olasiliklari olur ve bu nedenle toplamlari birdir.

Sonsuz sayida deg@er alabilen bir rasgele degiskenin sonlu bir beklenen degere sahip
olamayabilecegine dikkat ediniz. Bu durumda beklenen deger tanimlanmamigtir. Her ne
kadar beklenen deger dagilimin “konumu” hakkinda bilgi verse de, genel olarak onun
rasgele bir degisken icin “tipik bir deger’ olmadigina da dikkat ediniz: 6rnegin zar
atmanin beklenen degeri %(1+2+3+4+5+6) = 3% 'dir ki bu mUmkudn olan bir sonug
degildir.

Dagilimin konumunu hesaplamanin diger bir se¢cenedi de medyandir.

Tanim 2. Rasgele bir X degiskenin medyan m(X)'i reel bir sayidir yani

P(X <m)=1/2

Eger rasgele degisken X'in dagilimi m(X) etrafinda simetrik ise X'in medyan ve
beklenen degeri ¢akisir, yani f,(m(X) — x) = fy(m(X) + x)’dir, fakat bu durum genelde ayni
degildir.

Ornek 4. Diyelim ki X’in p.d.f.si $éyledir:

5 .
T eger U0 <x <3 ise

diger bitin durumlarda

1
fx(x) = { [“]}

]

Beklenen degeri ise,



1, 1 . I 8Bl 9
t-—t°dt = — t*dt = | —t = — = —=2.25
./t] 9 ‘ 9 ./[] ( {36 ]n 6 4 ’

Medyani elde etmek igin, 6nce X'in c.d.f.sini hesaplayalim

Ty 1 .]° A
F,‘{(.i!'j' = [ 5!12(4‘.1!1 s |:—f5] =
J0

ri ¥
27 0 2

~

=1

Dolaysiyla, m icin Fx (m) = 1/2°i ¢g6zmek asagidakini verir

g |

Az 2,38 = 2.2
5 38 > 2.2

. 27 3
m- = — <« T =
2

Bundan étiird, bu dagiimin medyani ortalamasindan blyktiir.
Medyanin tek olmayabilecegine dikkat ediniz.

Ornek 5. X adil bir zarin atislarinin sonucu olsun. Herhangi bir sayi igin m € (3, 4], P(X
<m) =P(X < 3) = 1/2dir. Dolayisiyla, o araliktaki herhangi bir say1 medyandir.

3.2 Beklenen Degerin Ozelikleri

Ozelik 1. Eger X = ¢ ve c sabit bir deder ise, o zaman
E[X|=c
Ozelik 2. Eger Y = aX + b, ise, 0 zaman
E|Y| = aE[X| + b

ISPAT: Sadece siirekli duruma bakalim: Eger X p.d.f.si fx(x) olan bir surekli rasgele
degigken ise, o zaman Y’'nin beklenen degeri soyledir:

E[Y] = /’1 (ax +b)fx(x)dr = a / xfx(x)dr +b [l fx(z)dr =aE[X]+b-1

e o — 30

Boylece goruldugu gibi, integralin dogrusaligi dogrudan beklenen degerin
dogrusalligina donusur.

Ozelik 3.

Y = ﬂ.le - (!QXQ + ...+ ”-:lz,X:'t + b, |g|n



EY] = a1E[X1] + a2E[Xo] + ... + anE[X,] + b

Bu dogrusal beklentilerin en genel durumudur ve bu 6zelligi bundan sonraki derslerde
tekrar tekrar kullanacagiz.

Ornek 6. Yukarida, X ~ B(n, p)nin beklenen degerini, E[X] = np, X’in olasi biitiin
sonuglarinin Uzerinden toplam yaparak hesapladik. Fakat son sonugtan, ayni sonucu
elde etmenin bagka daha kolay bir yolu oldugunu gérebiliriz: X ardisik n denemenin
basari sonucu oldudu igin, her bir deneyin sonucunu Z;, Z,, ..., Z, olarak kodlayabiliriz.
Burada eger i'nci deney basari ise Z; = 17dir, diger durumlarda Z; = O’dir.

EZ|=1-p+0-(1—p)=p

ve dolaysiyla

n

E[X]=E [Z Z,

Tt

= Z E[Z;] = i:p — np
i=1 i=1

i=1

Ozelik 4. Eger X ile Y bagimsiz ise, o zaman
E[XY] =E[X]|E[Y]

Eger Xile Y bagimsiz dedil ise, bu genel olarak dogru degildir.

3.3 Rasgele Degiskenlerin Fonksiyonlarinin Beklenen Degeri

Y = r(X) olsun. Gegen hafta, eger fx(x)'i biliyorsak, Y’nin p.d.f.sini nasil tiretebilecegimizi
gormustuk. Beklenen deger icin bu sorun daha kolaydir gunku biz dagilimin sadece bir
tek 6zeligine bakiyoruz.

Y = r(X) beklenen degeri asagidaki gibidir

V1 — Wi Y — Zr”:;!}f x () eger X kesildi ise
E ] =E[r(X :I] - { L—i_ r(t)fx (t)dt eger X surekli ise

Ornek 7. Varsayalim ki, Y = X*? ve X'in p.d.f.si asagidaki gibidir



2T eger 0 < 1 < 1 ise
fx(z) = { =

0 diger biitiin dirumlarda
L 1 5 11 4
E[Y] = [ t1/2 f(t)dt = 2 [ $3/24t — 9 [;;5-"2] ==
J0 S0 o [} [ ]

Ayni kurallar 2 veya daha fazla rasgele degisken iginde ige yarar.

Ornek 8. Varsayalim ki birlesik p.d.f.si, asagida verilen X ve Y gibi iki rasgele
degiskenin Z = X? + Y? fonksiyonu ile ilgileniyoruz.

: _ 1 eger < x,y <1 ise
fxv(x,y) = 0 dizer bitin duumlarda

O zaman

E[Z] = /x /_x-_.(;r?—k'yz}fxv(ihy)didy

— ok o

1 1
_ / / (a2 + y?)dudy
0 0

Rasgele degisken X’in Y = aX + b tlrinden dogrusal fonksiyonlari igin, yukarida E[aX +
b] = aE[X] + b oldugunu gormustik. Bu dogrusal olmayan rasgele degiskenlerin
fonksiyonlari igin galismaz. Bunun en tipik sonucu Jensen’in Esitsizligi’dir:



\ u( X)

E[u(X)] + .

u(E[X]) -

L
el

X, EX) X,

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 3. {x1, x2} icin Bir Kesikli Dagilim Ornegi

Onerme 2 (Jensen’in Esitsizligi). X rasgele bir dedisken ve u(x) konveks bir fonksiyon
olsun. O zaman,

E[u(X)] =« (E[X])

Eger u(.) kesin konvex ve X pozitif olasilikla en az iki farkli deger alir ise esgitsizlik
kesindir(strict).

ISPAT: (E[X], u(E[X])) noktasindan gegen ve u(x)'e teget bir dogrusal fonksiyon
tanimlayabiliriz:

r(z) = uw(E[X]) + «(E[X])(z — E[X])
u(.) konveks oldugu igin, buttn x’ler igin asagidaki iligkiyi elde ederiz:
u(x) = r(x)

Ozellikle,

E[u(X)] = [t u(t) fx (t)dt = [1 r(t) fx (t)dt = E[r(X)]



r(x) dogrusal olarak olusturuldugu icin, a = u’(E[X]) ve b = u(E[X]) — u(E[X])E[X]li dogrusal
fonksiyonun beklenen degeri ile ilgili Ozellik 2'i, asagidakini elde etmek igin
kullanabiliriz.

Efr(X)] =E[aX + b = aE[X] + b = «/(E[XE[X] + w(E[X]) — «'(E[X])E[X] = u(E[X])
Bunu daha once turetilen esitsizlikle bir araya getirecek olursak ispat tamamlanmig olur:
E[u(X)] = E[r(X)] = w(E[X])

Bir konkav fonksiyon v(x)’in negatifi —v(x) konveks oldugundan, Jensen’in Esitsizligi de
bir konkav v(.) icin asagidakini saglar:

E[v(X)] < v(E[X])

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Sekil 4. r(x) her zaman u(x)'ten kuguktur.

Ornek 9 (riskten kaginma): Varsayalim ki ilk senesi igin sinirli garantiyle gelen 1200
dolarlik bir dizustu bilgisayar aldiniz. O ilk yil suresince, p = %10 olasilikla bir bardak
kahveyi diziistii bilgisayarin lzerine dékme (ya da sizin hataniz olan baska bir kaza) ve
1100 dolara mal olacak anakarti degistirme ihtimaliniz var. Bu tamirat sinirli garanti
kapsamina girmez ama siz 115 dolara uzatiimig bir garanti (servis) alabilirsiniz. Bu ilave
“sigorta’yr almali misiniz?

llave sigorta olmadan, 1-p olasilikla, diziistii bilgisayarin toplam maliyetini rasgele bir
degisken olarak X = 120 dolar, p olasilikla, X = 1200 + 1100 = 2300 dolar olacak gibi



dustnebiliriz (bu problemi farkli sekillerde olusturmak miimkinddr, ancak simdilik her
seyi basit tutalim). Uzatilmig servis planiyla diziistii bilgisayariniz size X = 1200 + 115 =
1315 dolara mal olacaktir.

Eger siz sadece diziistii bilgisayarin beklenen degeriyle ilgileniyorsaniz, o zaman E[X]) =
2300p + 1200(1 — p) = 1200 + 1100p. Bu, eger p = %10.45 ise, E[Y]) = 1315ten daha
blylktir. Fakat p = %10 dedigimiz igin, uzatiimis servis planini satin almak hala iyi bir
fikir midir? - iktisatcilar, insanlarin belirsizlik durumunda karar aldiklari zaman,
beklenen harcama miktarr W’yla pek ilgilenmediklerini varsayarlar, ama harcadiklari
dolardan elde edecekleri fayda (toplam harcama miktarinda ilave bir dolarlik artigin ilave
degeri oldugu igin) u(W) miktariyla ilgilenirler. Bu U(.)’nun maliyette konkav oldugunu
varsaydigimiz anlamina gelir, diyelim ki
u(e) = /4,800 — ¢

burada baslangigtaki varligimizin 4800 oldugunu ve 4800 - C harcayabilecegimizi
varsayiyoruz. C dizustu bilgisayarin toplam maliyettir. Bu durumda, ilave servis planina
sahip olmamanin beklenen faydasi

Elu(C1)] =0.9 -.lf..-“#-l. 800 — 1,200 + 0.1 J-l. 800 — 2,300 =0.9-60+0.1-50=259

Ancak sigorta planiyla da sunu buluruz:

E[u(Cy)] = /4,800 — 1, 315 > /3,481 = 59

Gercekten de, siz 4800 — 3481 = 119 dolari sigorta igin harcamak isteyeceksiniz,
héalbuki beklenen ilave maliyet sadece 1100p = 110 dolardir. Sigorta icin ddemek
istedigimiz bu 9 dolarlik farka u(.)’nun konkav olmasinda gelen risk-primi denilir.
Jensen’in Esgitsizligi ‘ne gbre, eger u(.) konkav ise bu risk-primi pozitiftir ve bu tur
tercihlerin riskten kaginma géstergesi olugunu séyleyebiliriz.

Ornek 10. izleyen érnek St. Petersburg Paradoksu olarak bilinir ve sonlu beklenen
degeri olmayan rasgele bir degisken érnegini verir.

Bize agsagidaki bir kumar oOnerilir. Varsayalim ki adil bir madeni para tura gelinceye
kadar tekrar tekrar atilir. Ik atista tura gelirse 2 dolar, 2'ncide gelirse 22 dolar ve genel
olarak x'nci seferde goriintrse 2* dolar kazanacaksiniz.

Bu oyunu oynamak icin ne kadar 6derdiniz? Prensip olarak, beklenen kazanciniz kadar
vermek niyetinde olursunuz, bu nedenle simdi hesaplamalari yapalim: gerek duyulan
tam x atisin olasiligi asagidakine egittir:



11

— =9
2e-19  ©

fx(z)=Plx—1 yan. lmra )=

Bu nedenle, beklenen kazanimlar, Y, asagidaki gibi hesaplanir:

o

E[Y] = i 27 fx (x) = (%)J — i 1 = oc
r=1 - r=1

=1

Bundan étiirti, beklenen kazanimlar ile ilgili (ist sinir yoktur.

Bu, bu tiir bahisler icin insanlarin sonsuz miktarda 6deme yapacadini gbrecegimiz
anlamina mi geliyor? Kesinlikle hayir: genellikle insanlar oyunu oynamak icin asagi
yukari en fazla 25 dolar verir. Bu paradoks farkli yollardan ¢dzulebilir:

e insanlar genellikle beklenen para miktariyla ilgilenmez, ancak sahip olduklari
toplam miktar icinde deger verdikleri para miktari azalir, yani 6nceki 6rnekte
oldugu gibi insanlar bir ¢esit konkav u(.) fonksiyonunu maksimize ederler.

e cok Kkiiglik olasiliklarla, kazanacaginiz miktar cok yuksektir- yani trilyon, katrilyon
dolarlar gibi, ve 6demeyi yapacak olan kargi tarafin verdigi séze bagll kalacagina
inanmayiz, bu durumda gercekte bdyle bir bahisten en iyi umutla ne kadar
kazanabilecegimize dair bir ¢esit Ust sinir vardir.

Jensen’in Egitsizligiyle baglantiyi tekrar kurmak igin, p = 1/a olasilikla tura gelen bir
madeni para ile oynanan oyunun beklenen atis sayisini hesaplayalim:

- 2 A S
E_;&]—Z,Fﬂ _; I(Z) — ;G (E)

:I‘:]_ .i"'=1

burada kolaylikla kontrol edebileceginiz gibi G’(a) asagidaki iliskinin 1/a’ya gbre birinci

turevidir
1 — (1\" 1
G —_ f— —_ —
2)-2() ==

T—= i

Bu nedenle, yeni ifadenin G(1/a) igin tlrevini alinca, asagidakini elde ederiz

]E[X]:l(:’ (i) 11

.3
a 7 a(1- %)‘

ve 6rnegimizde 1/a = 1/2 oldugu igin, beklenen atis sayisi 2'dir.



Boylece, insanlarin hala bahis icin kullanmak istedikleri 25 dolar ortalama atiglarin
kazancina 281X] = 22 = 4 dolar kadar uzaktir. Bunun agiklamasi bir kere daha Jensen’in
Esitsizligi'dir, ve gergekte u(x) = 2* x’in (ekstrem) bir konveks fonksiyonudur.

Ornek 11. Varsayalim ki iki degerli kagit arasindan se¢im yapmak durumundasiniz:
Birincisi insanlara internet sayfalarini bedava arattiran meghul yeni baslayan bir internet
firmasinin hisse senetleridir. %90 olasilikla kar paylari e® = 1'de sabit kalmasindan
otart cok risklidir ve %10 olasilikla firmanin adi Google'dir. t zamaninda her hangi bir
anda édeyecedi kar paylari €®" kadar buyur, yani sirasiyla %90 olasilikla %0, %10
olasilikla %10 degerini alan rasgele bir blylime orani G, vardir. Diger segenek ise,
gelecekte herhangi bir t zamanda e®°* faiz 6deyecek olan devlet tahvilini tutmak olabilir,
yani kesin olarak G, = %274dir.

t zamanda alacaginiz bir dolara simdi sahip oldugunuz dolarin e®** i kadar deger

verirsiniz, fakat yine de ikisinden birine yatirirsiniz.  Yani genel olarak, getirisi g
oraninda bliytiyen degerli bir kagida kesin olarak asagidaki kadar degeri bigersiniz.

. SR 0—1 |
Vig) = eld— g — —
q - .
Jo q—1 r—g

Riskli hisse senedinin beklenen kar payi blyime orani ise,
E[G1] =0.9-0% +0.1-10% = 1% < 2% = E[G4]
Ancak, hisse senedine bictiginiz deger sudur:

- — =8

D

i 1 1 90 10 40
EV(G))=09—+0]l——— = — + —
o 1'] 0.15 -0 0.15 — 0.1 15 3) :

Halbuki tahvil igin bigtiginiz deger asagidaki kadardir:
| ~ 100 200 200

E[V(Gs)] = = =E[V(Gy
V(G2)] 0.15 — 0.02 13 26 = 25 V(G

Sezgisel olarak, bliyliime orani (lizerindeki belirsizlik, her ne kadar yeni faaliyete
baslayanlarin %90°ni bliyiimese de (hata iflasta edebilirler), %10°u inanilmaz bir sekilde
kéti giden yatirmalari telafi ettikleri anlamina gelir. Bigcimsel olarak, blylime
oranlarinda V(g) fonksiyonu konvekstir, béylece Jensen’in Esitsizligine gére, yatirrmcilar
bliyiime oranindaki riske deger bicmelidirler — miktara (diizeye) dedgil.



