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1. Ozel Dagilimlar (devam)
1.1 Poisson Dagilimi

Bazen, belli bir olayin belirli bir aralikta hangi siklikla meydan geldigini bilmek
isteyebiliriz.

Ornek 1. Hava yolu gtivenligi séz konusu olunca, bir ugak modelinin ne kadar “giivenli”
oldugu konusunda bir kaniya sahip olmak isteyebiliriz. Asagidaki veri www.airsafe.com
veri sitesinden elde edildi ve toplam ugus sayisi ile Aralik 2006’ya kadar belli bir ugak
tipinin yer aldigi 6liimcil kaza sayisini vermektedir.

Model Uguslar Olaylar
Airbus A300 10.35M 9
Airbus A310 3.94M 6

Airbus A320/319/321 30.08M 7
Airbus A340 1.49M 0
Boeing 727 76.40M 48
Boeing 737 127.35M 64
Boeing 747 17.39M 28
Boeing 757 16.67M 7
Boeing 767 13.33M
Boeing 777 2.0M 0
Boeing DC9 61.69M 43
Boeing DC10 8.75M 15
Boeing MD11 1.69M 3
Boeing MD80/MD90 37.27TM 14
Concorde 0.09M 1

Tablodan hemen gérebilecegdimiz gibi bazi ugak modelleri digerlerine gére daha az kaza
yapmis c¢lnkl, basit bir ifadeyle, ya uzun sdreli kullaniimamislar ya da ¢ok az



uretilmigler. Daha anlamli bir kargilagtirma yapabilmek igin, oldmcdil kaza sayilarinin
dagilimlarini agiklamak igin daha iyi bir yonteme ihtiyacimiz var.

Bu tlrden tesadufi degiskenler genellikle “sayilabilir veri” olarak bilinir ve bu veriyi
actklamak icin siklikla kullanilan dagilim Poisson Dagilimidir.

Tanim 1. Eger X asagidaki gibi bir p.d.f.ye sahip ise, o zaman A parametresiyle bir
Poisson Dagilimi oldugu séylenir,
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X'in kesikli olduguna 6zellikle dikkat ediniz.

Ozelik 1. Bir Poisson rasgele degiskeni X igin asagidaki iligkiler yazilabilir:

E[X] = A
Var(X) = A

Sayilabilen bir degiskenin dagilimi icin Poisson dagiliminin neden uygun veya kabul
edilebilir oldugunu goérebilmek icin asagidaki disltnsel deneyi yapalim: Varsayalim ki

e bir olayin bir 1/n zaman araliginda gerceklesme olasiligi p,= A/n’dir
e zamanin herhangi bir aninda gergeklesen olaylarin zaman igerisinde bagimsiz
oldugunu da varsayiyoruz.

n’nin sonsuza dogru gitmesine izine vererek alt-araliklarin bolunttsinin giderek
kUgulmesini saglariz. Eger daralan iki alt araligin olasiligi sifira dogru giderse, ve ondan
sonra olayin en az bir kere gerceklestigi araliklari sayarsak, toplam gerceklesmelerin
sayisini elde etmis oluruz. Bunun p = A/n ve n parametreli bir binom rasgele degisken
olduguna dikkat ediniz.

Onerme 1. X, ~ B (n, A/n) dagiimli binom rasgele degisken igin, n — o iken p.d.f.
asadidakine yakinsar:
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ISPAT: carpimin limitini limitlerin carpimi olarak alabiliriz ve her birini ayri ayri
degerlendirebiliriz: Kalkllus’'te ¢ok iyi bilinen bir sonuca gore (her iki tarafa Taylor
serisi(acihmi) uygulanabilir) asagidaki ifadeyi yazilabilir,
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Boylece, x ve A sabit ve bu nedenle n ile karsilastirinca kiuguldigunden, elimizde
asagidaki ifade kalir,
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Ve bunun igin de sunu gosterebiliriz.
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Batln pargalari bir araya getirdigimizde énermedeki ifadeyi elde ederiz.

Ornek 2. Sayilabilir veri icin en klasik 6rnek (en azindan istatistigin tarihinde bir klasiktir)
19ncu ylzyilda at tepmesi sonucunda élen Prusya siivarileridir. 1898de Rus istatistikgi
Ladislaus Bortkiewicz’in kegfettigi gibi, Poisson dagilimi Prusya ordusunda bir tiimende
bir yil igerisinde at tepmesinden o6lenlerin gézlemlenmis frekansini gasirtici bir sekilde
cok iyi tahmin etmigtir.

Goézlemlenmis frekanslari, en nihayetinde bilinmeyen A'va bagli olan Poisson
dagihminin p.d.f.siyle nasil karsilastirabiliriz? Bu derste daha sonra tartisacagimiz
tahminin bir ©n izlencesi olarak, A’nin kabul edilebilir bir degerl, orneklemde
gbzlemledigimiz at tepme O&llimlerinin  beklenen sayisinin aynisini tahmin eden
p.d.f.deki bir parametrenin degeri olabilir. O halde X ~ P(4) i¢in, E[X] nedir?

Yukarida tartistigimiz gibi, bir Poisson rasgele degiskeni Binom rasgele degiskenin, Xn
~ B(n, A/n), limitidir. Burada n deneme sayisi sonsuza gitmektedir. Daha 6nceki Binom

dagihm ile ilgili tartismalarimiza gbére, n'den bagimsiz olarak, E[X,] = n(4/n) = Adir.
.. . AXe=4
Boylece Y7, x

sonsuz serilerini dogrudan kullanmadan, E[X] = A oldugunu

x!

soyleyebiliriz.



Prusya Ordusunda At Tepmesinden Oliimler
ceset ve vila gére, 1875-1894
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Kaynak: Andrews, D.F. (1085): Data: a Collection of Problems from Many Fiekds, Springsr

At tepme veri setinde, érneklem ortalamasi (yil ve tiimen itibariyle) A = 0.7'dir. Simdi
Sekil 2'de gésterildigi gibi 6rneklem frekansini A = 0.7 parametre orani igin olusturulan
Poisson p.d.f.sinin teorik dederlerine karsi cizebiliriz. ki dagiim belirgin bir sekilde
benzerdir ve bu durum sik sik “Kliglik Sayilar Kanunu” olarak ifade edilir.

2. Asimptotik Teorisi

Simdiye kadar, p.d.f.'yi, parametreleri (normal igin p ve o? istel icin A gibi) bildigimizi
(ya da bulabilecegimizi) varsaydik ve sonra o bilgiye dayanarak olasiliklar ile ilgili
ifadeler gelistirdik.

Dersin izleyen boliminde, o bilgiye sahipmisiz gibi hareket etmeyecegiz ama, olasilik
Uzerine olan bilgimizi kullanarak, s6z konusu rasgele degdiskenlerin dagihmi konusunda
bize bir seyler sdyleyecek fonksiyonlar olusturacagiz. O fonksiyonlar tahmin ediciler
olacaktir.

istatistikte dnemli rol oynayan bir tahmin edici 6rneklem ortalamasidir. Bu tahmin edici
birazdan igleyecegimiz gibi, rasgele bir degiskenin beklenen degerini tahmin eder.

Tanim 2. n buyuklugundeki bir rasgele orneklem n sayida i.i.d, olan, yani butin X'ler
bagimsiz ve ayni f4(x) p.d.f.sine sahip, Xi, ...X, rasgele degiskenler dizisidir.



Biz sik sik gergeklesen rasgele degiskenleri rasgele 6rneklem olarak ta ifade ederiz.

Eder n buylkliginde rasgele bir érneklemimiz varsa, &rneklemin ortalamasinin
dagilimini dogru bir sekilde agiklamak icin X{nin dagilimi konusunda ¢ok sey bilmeye
gerek duymayisimiz (érnegin fx(x)’i bilmeye gerek duymamak gibi) bu dersin ana mesaji
olacaktir.

Buradaki ana fikir, drneklem buyuklugu n'’i artirarak “gergcege” giderek yaklasip p.d.f.'yi
tahmin etmektir. Burada olusan iki sonug sudur:

1. Blyuk Sayilar Kanunu: Buylk n sayilari igin, o6rneklemin ortalamasi butin
olabilirligiyle rasgele dediskenin beklenen degeri E[X]'e “yaklasacaktir”.

2. Merkezi Limit Teoremi: Standardize edilmis 6rneklem ortalamasinin
(“standardize” son dersteki sifir ortalama birim varyans manasinda
kullanilmaktadir) p.d.f.si standart normal rasgele degiskenin p.d.f.sine gayri
ihtiyari olarak yakin olacaktir.

Bicimsel olarak, asimptotik sonuglar n — oo iken neler olacagini ortaya koyar, ancak
pratik uygulama agsisindan (yani sonlu n i¢in), o sonuglar n’in yeterince buyuk olmasi
durumunda tahminlerin olduk¢a dogru olacagini da ima eder.

2.1 Buyuk Sayilar Kanunu
2.1.1 Chebyshev Esitsizligi

Chebyshev Esitsizligi bir rasgele degiskenin beklenen degerden “cok uzakta” bir yerde
gerceklesme olasiliginin sinirlarini belirten bigimsel bir sonugtur.

Onerme 2. X varyansi Var(X) < o olan rasgele bir degisken olsun. O zaman herhangi
bir ¢ > 0 igin,

e Var(X
P(X —E[X]| > ¢) < =2

ISPAT: X'in p.d.f.si fx(x) ile verilmis olsun. Bu durumda asagidaki iliskiyi gosterecegiz
Var(X) > 2P (| X — E[X]| = ¢)

Varyansin tanimini kullanarak su iliskiyi buluruz:



Var(X) = [ (- BX)Pxa

E[X]+= E[X]—e o0
= / (t — E[X])? )df—[ (t—IEI[X])zfx[t}dt—i—[ (t —E[X])*fx (t)dt
JE[X]-= J—oo JE[X]+¢

Uc integralin her birisi pozitiftir ve buna ilaveten, herhangi bir t < E[X] — ¢ veya t > E[X]
+ gigin

Dolayisiyla, ilk integrali atabiliriz ve su sonucuna ulasabiliriz.

E[X]—¢ oo
Var(X) = [ (t —E[X])? fx(t dt+[E_¥_ _(f—]E[X]]lex[t}dt
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Bu durumda her tarafi £2’e bolerek sonucu elde ederiz.

Bu derste rasgele bir degiskenin varyansinin degiskenin “yayilima”sinin dlgisu oldugunu
daha oOnce bir ara soyledigimizi hatirlayiniz. Chebyshev Esitsizligi varyansi rasgele
degisken X'in “ekstrem” gerceklesmelerini gozlemenin (yani ortalamadan ¢ok uzakta
olan degerlerin) olasiligi ile iliskilendirerek bu ifadeyi dogrular.



E[x]-¢& E[x] E[x]+¢

Kaynak: MIT OpenCourseWare

2.1.2 Buyuk Sayilar Kanun

Tanim 3. Orneklem ortalamasi n biiyiikligiindeki rasgele bir érneklemden elde edilen n
rasgele degiskenin (gerceklesmenin) aritmetik ortalamasidir.

1
Xo=—Xi+...+Xp) =~ X;

X;lerin rasgele degisken olmasindan 6tiiri X,'nin de rasgele degisken oldugunu not
ediniz.

Orneklem ortalamasinin beklenen degeri séyledir:



Eger X;, ..., X, bagimsiz ise, oOrneklem ortalamasinin varyansi asagidaki gibi
hesaplanir,

- (1 [ S
Var (X,,) = Var (;;}_!) = ”—2; Var(X;) = ;1’&1‘[}\.1}

Eger X/ler ii.d. normal ise, X; ~ N(u, ¢2) ne olur? Normallerin dogrusal
kombinasyonunun uygun varyans ve ortalama ile yine normal oldugunu biliyoruz, yani

) 1.
Xu ~ N (rl!.f.._fj—_)
T

n’i artirdigimizda varyans azaldigi igin, buylk bir olasilikla ortalama en nihayetinde
E[X]'e ¢ok yakin olacaktir. Esas itibariyle Buylk Sayilar Kanunu’nun sdyledigi de budur.

Teorem 1 (Biylik Sayillar Kanunu). Varsayalim ki, bdtin i’ler igin, Xy, ..., X, E[X] = u
ve Var(Xi) = a2 ile bir i.id. gekilis dizisi olsun. O zaman herhangi bir £ > 0 igin (cok
kiiclik bir sayi) 6rneklem ortalamasi asagidaki iliskiyi saglar

lim P (|}_f” — p| > :} =0

Bu durumda X, olasilikta u’e yakinsar deriz.

ISPAT: Onceki su sonucumuzu kullanalim

P BN
Var(X,,) = —Var(X;) = Z
n T
Chebyshev Esitsizligi ile asagidaki elde edilir.
_ Var(X,,) T° n—oc
P(Xn—pl>e) s —5—=—5"—0

Bu ifade, buyuk oOrneklemler igin, Ornek ortalamasinin buyuk olasilikla rasgele
degiskenin beklenen dederinden gok uzakta olmayacagini sdyler. n ve varyans o2 veri
iken, Chebyshev Esitsizligi’ni dogrudan kullanarak érnek ortalamasinin verili mesafeden
daha uzakta olma olasiligini sinirlariz.
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Sekil 1. n tane madeni para atiginin ortalama tura sayisinin 10 dizisi- kesikli
.. 1,
cizgiler iﬁ dir.

Ornek 3. Olgiim Birimlerinin Standardizasyonu (Stigler’in kitabina bkz.): Ortagagda
genellikle her sehir 6lciim aracinin uzunluguna bagli olarak “ayak”, ‘in¢” ve “yarda” vs
icin farkli 6lcimler kullanirdi. Bu, 6lcim birimlerinde ticareti karmagik hale getiren ve
hukuki tartismalarin artmasina yol acan ¢ok fazla farklihgin oldugu anlamina gelirdi:
Ornegin verili bir kumasin uzunlugunun gercekten de 20 yarda uzunlugunda olup
olmamasi gibi yasal tartismalar olurdu.

Insanlarin buldugu akillica bir ¢éziim séyleydi: 16 ayak uzunlugundaki bir cubudun
uzunlugunu belirlemek igin, rasgele 16 kigilik bir 6rneklem sec¢iyorsunuz (bu durumda
bunlar Pazar giini Kiliseden ¢ikan ilk 16 kigidir), bunlarin ayak uzunluklarini toplayip 16
ayak gibi bir olctyt belirliyorsunuz, sonra uzunlugu 16’ya boéliyorsunuz. Sekil 2’ye
bakiniz. 16 gézlemin ortalamasinin varyansinin formdliine gére, bu, yeni élgtiim biriminin
varyansini 1/16 kadar azaltmali. Eger bolgeler arasinda ayak bliylikliklerinde (veya
kiliseye giden insanlarda) sistematik bir farklilik yok ise, bu 0l¢u, farkli bélgelerdeki
tacirlerin birbirleriyle daha kolay alig veris yapmalarina yol agmali.
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Sekil 2. Kobel'in 16 kiginin 16 ayak uzunlugundaki
bir sirngin yasal tanimini belirlemesini betimleyen
Ahsap Baski eseri (1535)

2.1.3. Ornek: “Kalabaliklarin Bilgeligi”

Varsayalim ki n buyukligindeki bir kitle, kamu idaresi i¢in 2 aday arasindan birini
sececektir. Burada basitgce en ¢ok oyu alan aday kazanacaktir. Segmen i'nin A adayi
icin oy kullanmasi durumunda 1, diger durumlarda O olan rasgele degisken X/ye
bakacagiz. Eger oy orani asagidaki gibiyse Aday A kazanir:

mn

)IES

i=1

X, =

S| =
)

Aday A suphesiz en iyi tercihtir ancak bu kesin olarak A lehine oy kullanacaklarin

sadece 2¢ > 0 orani tarafindan bilinmektedir, yani i = 1, ..., 2ne icin P(X; = 1) = 1’dir.
Secmenin geri kalan 1 - 2¢’u her iki aday hakkinda temel bir bilgiye sahip degildir ve her
iki aday icin herhangi bir tercih belirtmeden oyunu kullanmaktadir, yani i = 2ne, ..., n

icin, P(X; = 1) = P(X; = 0) = 1/2'dir. A adayinin oy orani asagidaki ile verilir:



Binom dagilim sonuglarina gore, varyansi ise

1 1 o

n  4n
Chebyshev Esitsizligi ile ilgili ispatin argimanlarina goére, olasilik sinirlarini gizmek igin
X.’nin varyansindan baslayabiliriz

H—E H+E 5
Var(X,) = / {f—s.ailzdwr/ {t_,f-l}szf-F/ (t — p)?dt
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> 2 [P(Xp—p>e)+P(Xp—p<—¢)]

Kararsiz secmenler (gurtltt) herhangi bir adayi 6zelikle tercih etmedikleri i¢in, dagilim u
etrafinda simetriktir, boylece

P(Xp—p>e)=PXn—p<—c)

u = (1/2) + £ oldudu igin, aday B’nin kaybetme olasiligi sudur:

V 7 T J- R'Ir -:{n, J. — 25
Var(Xn) > 26’ P(Xn —p < —€) & P (Xn < 3) <— 5 ) ~ 4ne2
- Ine?

Birkac sayl deneyelim: Diyelim ki 2e& = %5’tir. Aday B’nin secilme olasiligini %5’in
altinda tutmak icin n ne kadar blyik olmak zorundadir? Sinir sdyle olur,
_ 1 90% 90
P (}{H < _) < ‘ _ Y

2) = 45%)*n  n

boylece n > %‘;0 ~95'dir. Eger segmenin %95’i kararini rasgele verse bile, yanlis adayin

secgilme olasiligini %5’in altinda tutmak igin 95 yeterlidir. Bu durum “kalabaliklarin
bilgeligi” olarak bilinir: Segimin sonucunda bilgilendiriimemis segmenin yarati§i stokastik



“gurultld” buyuk orneklemlerde ortalamayi asar, ancak sonucta sadece bilgilendiriimis
se¢menlerden gelen sistematik “sinyaller” secimin sonucunu belirler.

Blyuk Sayilar Kanunu’nda oldugu gibi se¢cmenlerin bagimsiz oldugunu varsaydigimiza
dikkat ediniz. Bagimsizlik varsayimindan vaz gecersek ne olur?

Varsayalim ki adaylar arasinda televizyonda gosterilen bir tartisma sirasinda TV
stidyosunda aday A veya B’nin yuzlne rasgele konabilecek (1/2 gibi esit bir olasilikla)
bir sinek vardir ve bir siire etrafta ugusan sinek adaylarda rahatsizliga yol agmaktadir.
Bilgilendirilmis se¢menler dusuncelerini degigtirmezler, fakat bilgilendiriimemis
segmenler 1/3 olasilikla Uzerine sinek konan, 2/3 olasilikla da rakibi i¢in oy
kullanacaktir.

Yinelenen Olasiliklar Kanununa gore, X,'in ortalamasi

1
o= }L A‘-aSmechunar] -I-IE[X,JB‘-ESmekKDn

- 1 L (. 992 =
(: L_EB) 2(“+“ “H)_

dolayisiyla ortalama daha Oncekinin aynisidir. Ancak, varyans degigirr ANOVA
O0zdesligine gore (kosulu varyans)

+e

b | = MI'—

Var(X,n) = Var(E[X,|fly]) +E [Var(Xn.|fly)]

Buna goOre asagidakileri hesaplayabiliriz

I " T T 2[1 — 3’;
Var( X, |sinek A'da) = Var(X;|sinek B'de) = o )

E[X,snek Ada] = 2¢+ (1 — -p}i _1.4

- T 37373
E[X,, [sinek B'd 9 1 -9 2_2 2

[XnfsinckBde] = 2+ (1-26)3 =3+ 3¢

boylece
2 91— 2e)

Var(X,,) = (l—i_)

Adaylarin rolleri kararsiz segmen tarafinda degistirilebilecedi i¢in, dagilim ortalama
etrafinda simetriktir. Bu durumda yukarida elde edilen olasiliklar icin olusturulan sinirlari
kullanabiliriz



p(;{ fi) o Var(X,)

) — EE

Ancak, ilk terim Var(E[X,|sinek]) n’ye hi¢ bir sekilde bagh olmadigi icin, n— oo iken
Var(X,) ’in sifira dogru gitmedigini artik gérebiliyoruz.

Sayilar ile ifade edecek olursak, eger ¢ = %15 ise (6nceki hesaplamalarin alti kati), sinir
asagidakine esit olur

P(X,<2) <2422
2 81 8ln

boylece n ne kadar buyik olursa olsun sinir 1/2'nin Uzerindedir. Bu sadece ust sinir
oldugu igin, bize olayin gergekte ne kadar olasi oldugunu sdylemiyor, ancak varyans
sifira dusmedigi icin, “gurulticlu” se¢gmenlerin seg¢imin sonucu uzerinde ¢ok gugla bir
etkisinin olacagi aciktir.

Burada Blyuk Sayilar Kanunu basarisiz olur ¢unkl sinek olayr butin “guralticid”
secmenleri ayni anda etkiler, boylece Xi, ..., X, artik bagimsiz degildir. Bagimsizlik
varsayimi ¢ok onemlidir gunku buyuk sayilar kanununun genellikle galismasinin nedeni
“gurultd”ndn birgok gézlemde ortalamay1 asmasidir. Eger “gurilti”’ndn bir bileseni bitiin
g6zlemler icin ortak ise (veya en azinda hepsiyle yiksek korelasyon icinde ise), bu
bilesenin varyansa katkisi -6rnegdimizde olasihginin sinirindaki 49/81 terimi - érneklem
cok buyuk olsa da yok olmaz.



