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1. Genel Sinav Kurallan

2nci Sinav gelecek hafta Sali guni sinifta yapilacak ve saat tam 9:00’da
bagslayacak.

llgili materyal: 6ncelik son sinavdan sonra iglenen konularda olacak ancak
elbette kendinizi yogunluk, olasilik ve dersin ilk G¢ ¢ceyregindeki diger kavramlar
konusunda rahat hissetmelisiniz.

problem setlerindekinden daha metinsel sorular olacak, hesaplamalarda daha az
yorucu olacak.

normal dagilim tablosu dagitilacaktir, bu nedenle yaninizda getirmeniz
gerekmiyor

esas itibariyla ilk sinavin formatinin aynisi olacak

hesap makinesi getiriniz

kitaplar ve notlar kapal olacak

sure asag! yukari 85 dakika olacak

Kismi puan verilecektir, bu nedenle butun sorulari cevaplandirmaya c¢alisiniz

2. Tekrar

2.1 Rasgele Degiskenlerin Fonksiyonlari

Genel olarak:

X'in p.d.f.si fx(x)'i bil (kesikli veya surekli)
Y X'in bilinen bir fonksiyonudur, Y = u(X)
p.d.f. fy(y)’yi nasil bulacaginla ilgilen

p.d.f. fy(y)’yi bulmanin yolu X'in surekli veya kesikli veya u(.) fonksiyonun bire-bir olup
olmamasina baglidir. Ug yontem vardir:



1. Eger X kesikli ise

friv)= > [fx(=)
{ziu{z)=y}
2. Eger X surekli ise 2-adimh bir yontem vardir:

Adim 1: c.d.f. Fy(y)'i elde et

Fr(y) = P(u(X) < y) = [{ It
J{zu(z)<y

Adim 2: p.d.f.yi elde etmek igin c.d.f.nin tlrevini al

d

fr(y) = @F&f‘[y}

3. eger (a) X surekli ve (b) u(.) bire-bir ise, degisken degistirme formalunt kullan

1
— s(y)

Iy (y) = fx(s(y))
dy

Tartistigimiz birkag 6nemli 6rnek:

e Buklulme formuli: eger X ile Y bagimsiz ise, 0 zaman Z = X + Y’nin p.d.f.si
er'[?:' - / f‘r‘ (z — 'H-‘]lfx (w)dw

Not: Eger X vel/veya Y’nin yogunlugu bir yerde sifir ise, integralin limitleri
konusunda dikkatli ol.

e Integral Donlstirme: Eger X surekli ise, 0 zaman rasgele degigsken Y = Fx(X)
uniform dagilimidir. Burada Fx(.) X'in c.d.f.sidir.

e Sira Istatistigi: Eger Xi, ..., X, i.i.d ise, o zaman en disik k'nci deder Yi'nin
p.d.f.si

fly) =k ( 1: )F,xli;r;}"_l (1— Fx ()" " fx(v)



2.2. Beklentiler

2.2.1 Beklenen Deger
X'in Beklenen degerinin tanimi

o Eger X kesikli ise,
EX]=) zfx(z)
-
e Eger X surekli ise,

E[X] = .[_l rfx(r)dr

Beklenen degerin onemli 6zelikleri
1. sabitaicin
Ela] = a
2. Xin dogrusal fonksiyonu, Y = aX + b, i¢in
EY] =aE[X]+b
3. 2 veya daha fazla rasgele degdisken icin
Ela1 X1+ ... +anXn + b = a1E[X1] + ... + anE[X,]| + b
4. Eger Xile Y bagimsiz ise, o zaman
E[XY] =E[X]E[Y]

e beklenen deger X'in dagiliminin konumunun o6lgusudur
e Y = u(X) fonksiyonun beklenen degeri (kesikli durumda integrali toplam ile
degistirin)

E[Y] = /_ u(x) fx (x)dx

e Jensen Esitsizligi: Eger u(.) konveks ise, o zaman



2.2.2. Varyans

Soyle tanimlanir:

X'in yayilmasinin olgisudur.
Varyansin dnemli 6zelikleri
1. bir a sabit deg@eri igin
Var(a) =0
2. varyansin diger bir ifade sekili
Var(X) = "ﬂ[Xz] — IEZ[X]'3
3. Xi, ..., Xp bagimsiz rasgele degiskenlerin bir dogrusal fonksiyonu igin
Var(a1 Xy +... 4+ a, X, +b) = e'ﬁ\-rar(xl} . e'r,ii-rar[x”) +b
4. Herhangi X, X, degiskenleri icin daha genel olarak

Var(a; Xy + ax Xs) = cx.%l-’ar{:}flj + 2a1a9Cov( X, X5) + a%l"ar(}fg]

2.2.3. Kovaryans ve Korelasyon
Kovaryans

Cov(X,Y) = E[(Y — E[Y])(X — E[X])]
olarak tanimlanir

Kovaryansin 6zelikleri

m(X X) = Var(X)
ov(X.,Y) = Cov(V.X)
ov(X,Y) = E[XY]|-E[X]|E[}Y]
Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X.Y)



Egder X ve Y bagimsiz ise, Cov(X,Y) = 0.
Korelasyon katsayisi goyle tanimlanir:

Cov(X.Y)

o(X,Y) =
) \/ Var(X ) Var(Y)

Burada eger sadece ve sadece Y X'in deterministtik dogrusal bir fonksiyonu ise,
o(X <Y)e[-1,1]
ve
(X, Y)[=1

2.2.4. Kosullu Beklenen Deger

Kosullu beklenen deder rasgele degiskeni soyle tanimlanir.

v N

E[Y|X] = / yfyx (v X)dy

Kosullu beklenen deger ile ilgili iki Gnemli sonug:
¢ Yinelenen Beklentiler Kanunu
EE[Y|X]] = E[Y]
¢ Kosullu Varyans

Var(Y) = Var(E[Y |X]) + E[Var(Y |X)]

2.3 Ozel Dagilimlar

2.3.1. Ozet
Asagidaki dagilimlara bakildi:
e Uniform: X ~ U[a, b] eger X'in p.d.f.si asagidaki gibiyse

= g a<x<bhb;
fx(z)= b—a eder <T <bh e
J: 0 diger biitiin durumlarda



e Binom: X -~ B(n, p) eger X'in p.d.f.si asagidaki gibiyse
i) .
IF,{ ( E'} — ( r ) 1”3‘(1 - P_.]”._T gger L - ‘{U. I,.... 'ﬂ} ise
- 0 diger biitiin durumlarda

e Ustel: X -~ E()) eger X'in p.d.f.si asagidaki gibiyse

Fo(z) = Ae™ eger x>0 ise
fx(z) = 0 diger biitiin durumlarda

e Normal: X ~ N(y, 0°) eger X'in p.d.f.si asagidaki gibiyse

]_ _-:J'—,u:-:I

f:l- ':.J":I = —— & R
V2o

e Poisson: X -~ P(A) eger X’in p.d.f.si asagidaki gibiyse

J'-.IE‘_}' 3 ; -
) — e eger £ © {0-1-2,——-}153
fx(@) { 0 diger bitiin durumlarda

Her bir dagihmin ortalamasini ve varyansini bilmeniz veya hesaplamayi 6grenmeniz
gerekir. Ayrica, Binom ile Poisson ve Binom ile Normal arasindaki ilisiklerde gosterildi.

2.3.2. Normal Dagilim
Rasgele degdiskenleri nasil standardize edildigini bilmeniz gerekir:
X —E[X]
T V(X))
Size standart normalin c.d.f.lerinin tablosunun bir kopyasini verecegim, tabloyu nasil
okuyacaginizi bilmeniz gerekiyor.
Normal dagilim ile ilgili nemli sonuglar:

1. normal p.d.f. ortalama etrafinda simetriktir.

2. normal rasgele degiskenlerin dogrusal fonksiyonlari yine normal dagilimhdir:
Eger X ~ N(u, 0°) ise, o zaman Y = aX + b ~ N(ap + b, a’c?)dir.

3. bagimsiz normal rasgele degiskenlerin toplami da normal dagihimlidir.



4. Merkezi Limit Teoremi: i.i.d. érneklemi Xj, ..., X, icin standardize 6rneklem
ortalamasi blyuk n’ler igin yaklasik olarak standart bir normal dagilimdir.

2.4. Asimptotik Teorisi

2.4.1 Ana Fikir

e her zaman i.i.d. drneklem X, ..., X, varsay
e sadece Orneklem ortalamasiyla ilgilen

e X/nin dagihmi hakkindaki bilgimiz veri iken, kesin degeri/dagiiimi bulmak c¢ok
zordur, hatta imkansizdir
e deney “n— ”’in buaylk n’ler icin tahmin verdigi varsayilir.

2.4.2. Buyuk Sayilar Kanunu
e Chebyshev Esitsizligi: herhangi bir € > 0 igin

P(|X —E[X]| >¢) < M

"

e Buyuk Sayilar Kanunu: Eger Xy, ..., X, i.i.d. ise, 0 zaman bitln € > 0 ig¢in,

lim P(|X, —E[X]|>=)=0

TL— OO

e bagimsizlik varsayimi énemlidir(“Kabaliklarin bilgeligi
korelasyon o6rnegi gibi)

e V(X)) < oo gereklidir, boylece Bluyuk Sayilar Kanun (LLN) ¢cok sisman kuyruklu
dagilimlarda galigsmaz.

ndeki olaylar arasindaki

2.4.3. Merkezi Limit Teoremi

e standardize edilmis 6rneklem ortalamasinin dagilimina bakiniz
e Merkezi Limit Teoremi: Varyansi Var(X;) < co olan bir i.i.d drneklemi igin



M —+20

X, — _
lim P (-.,-‘?T'“ < .r) = P(x)

burada ®(.) normal c.d.f.dir.

e Rasgele binom degdiskenleri icin DeMoivre-Laplace teoremini gosteren grafikler
gorduk.

3. Ornek Problemler

Ornek 1. Bahar 2003 Sinavi, problem 3

Cambridge’deki Baldwin okulunda Ugtnct sinif 6gretmeni Bay Bayson terfi almak
Uzeredir ve bunun gerceklesme ihtimali kismen o6grencilerinin MCAS sinavindaki
performansina baglidir.  On &grencisi vardir ve sinavda on soru sorulacaktir.
Varsayalim ki her 6grencinin her soruyu dogru cevaplandirma sansi %60’tir, ve butin
sorularin cevaplari birbirinden bagimsizdir. En yiksek notu alan 6grencisinin on
Uzerinde en az dokuz alma olasiligi nedir? En duslik notu alan 6grencisinin on
Uzerinden en az Ug alma olasiligi nedir?

CO6zum:

Bu sorunun iki boluminin olduguna dikkat etmeniz gerekir: (1) bireysel test
sonuglarinin dagilimini belirlemek ve (2) maksimumun ve minimumun c.d.f.lerini
bulmak.

Her bir 6grencinin sinav notu olan X 10 bagimsiz denemenin basari sayisi oldugu igin,
X p.d.f.sini bildigimiz bir binom rasgele degiskendir, X ~ B(10, 0.6).

10 . .
fr(x) = ( ) ){J.ﬁfu..ﬂ“—f eger € {0,1.....10} ise
0 diger bittiin durumlarda
Genel olarak, bir i.i.d 6rneklem Xj, ..., Xy’nin maksimumu olan Y; asagidaki c.d.f.ye

sahiptir. Burada X'in c.d.f.si Fx(x)tir.
Fy,(y) = Fx(y)"
ve minimum Y_'nin c.d.f.si

Fy,(y)=1—(1— Fx(y))"

Veri bir 6grencinin 9’dan diguk olma olasiligi



Fx(9) = 1-P(X=9)—-P(X=10)=1— ( l';' ){1.6”0.4 + ( ig ){].61“
2-39 310 23
= l — l{}' _Eiifi_ + E;ﬁ? e l — ji—' U.ﬂ

Dolaysilyla, en yuksek notu alan 6grencinin 10 tGizerinde en az 9 alma olasiligi

23 10
1-Fy (9)=1—-[Fx(®]""=1- (1 —~ T{].GD) ~ 37.79%

)

Veri bir 6grencinin 10 Uzerinde en az 3 alma olasiligi

1876

]

1-Fx(2)=1-P(X =0)—P(X =1)—P(X =2)=1-0.4'0-10-0.6-0.4°—45.0.62.0.4° = 1 — 0.4%

Dolaysiyla, en duguk notu alan 6grencinin 10 Uzerinde en az 3 alma olasiligi

1 — Fy(2) =1 — Fx(2)]"° ~ 60.39%

Ornek 2 Bahar 2007 Sinavi, Problem 3
Eger X ~ N(u, ?) ise, Y = e*’in log-normal dagilim oldugunu séyleriz, Y~ L(u, 0?)

(&) Y’nin p.d.f.sini bulunuz

(b) Varsayalim ki yatirirm yapmak igin 100.000 dolariniz var ve R getirisinin dagilimi
L(u, o2) olan bir yatirnmi yapma olanaginiz var. Yatirimin ortalamasi eht+o®/2
1.10°dur ve varyansi (ez(“+"2) - ezl‘*"z) 0.01°dir. Yatirimin birinci déneminin

sonunda (100.000R; dolar) servetinizin 110.000 dolardan daha yuksek olma
olasiligi nedir?

(c) (b)deki parametre degerlerinin aynisini kullanarak, yatirmin bagimsiz iKi
dbénemini sonunda servetinizin 115.000 dolardan daha yiiksek olma olasiligi
nedir?

COzum:

(a) Bu donusum bire-birdir, bu nedenle dedisken degistirme formultna kullanabiliriz.
X’in herhangi bir reel sayi olabilecegini not ediniz ve bundan 6tlrd Y’nin destegi
(O, oo)'dir. Ters donustirme X = In(Y)'dir. Burada dX/dY = 1/X’tir. Boylece, y > 0
igin degisken degistirme formulund kullanarak asagidakini buluruz,



Iy (W) = 3 7= exp(—3 ()

y \,-IEG o
diger durumlarda

fv(y) =0

(b) u ve o?i gOzerek baslamak yararli olacaktir. Varyansin ifadesini faktorlere
ayirabiliriz:

o2 42 [I!'."Jz . l:I veya [Elu—_'?azlﬁ{(_.:rrz . l}

Ortalamanin ifadesini yerine koyunca ve varyansin da 0.01 oldugu gerceginde

(o0 _
hareketle (L.10)%(e” —1) = .01 elde ederiz. oicin ¢6zince ¢ ~ 0.090722098
elde ederiz. Sonra geriye dogru gideriz ve goririz ki u = 0.09119493'tur.

Simdi birinci donemin sonunda servetinizin 110000 dolardan blytk olma olasiligini
bulalim. Elimizde

P(100000R; > 110000) = P(R; > 1.1) = P(In(R;) > In(1.1)) = P(2f=s -

In(1.1)—py In(1.1)—p Ao — - _
—) =1- @[T} ~ 1 — $(.045361051) ~ 1 — 5181 = .4819
var. Burada normal olasilik tablosunun kullanarak standart normal c.d.f.nin degerini
bulabilirsiniz.

()
P(100000R1 Rz > 115000) = P(R1Rs > 1.15) = P(In(R;) + In(R2) > In(1.15)).

In(R1) ile In(R2)'nin bagimsiz normal olduklarini ve dolaysiyla toplamlarinin da
normal oldugunu not ediniz. Ortalama ortalamalarin toplamidir ve varyans
varyanslarin toplamidir. Sapka isaretini yeni ortalama, varyans ve standart sapma
icin kullanirsak, 4 ~ 0.18238986, 42 ~ 0.016460998 ve 6 ~ 0.128300421 olur.
Daha onceki hesaplamalar surdararsek,

P(In(Ry) + In(Rz) > In(1.15)) = p(REERERIE o BOASE) — - g(RE2E)

o

A~ 1 — ©(—.3322508) ~ 1 — 3698 = .6302.



Ornek 3 Bahar 2007 Sinavi, Problem 4

Bir isvec ekonomisti olan Mikael Priks bir siredir holigan aktiviteleri, kavgalari,
yaralamalari, vs., lizerine isveg polisi tarafindan toplanan detayli veri ile “Firman Boys”
cetesinin  Oyelerinden  birisinin ~ kendi raporunu  kullanarak  (bkz. www.lrz-
muenchen.de/ces/mikael.htm) futbol holiganlari ile ilgili cesitli ekonomik konulari
calismaktadir. Bir makalesinde dusman holigan gruplari arasinda olasi ve sert
kavgalarin nedenlerini analiz eder. Bunun igin, kavgalar ve yaralanmalar tzerine bir
model gelistirir. Modelde bir sezonda dusman gruplarinin olasi karsilasma sayisi bir
P(5) dagihmidir (Poisson A =5). Dahasl, her kavgada en az bir yaralanmanin olacagini
ve gercekte, 10’a kadar her yaralanmanin esit olasilikli oldugunu varsaymistir.

(a) s6z konusu varsayimlar veri iken, bir yil icerisinde iki disman grubun birbirini
yaralama sayisinin beklenen degeri nedir? S6z konusu sayinin varyansi nedir?

(b) Varsayalim ki belirtilenlerin yerine, iki disman grup karsilastiinda kavga olma
olasiligi sadece 1/2’dir (olasi karsilasmalari badimsiz varsayabilirsiniz). (a)ya
vereceginiz cevap nasil degisir.

Cozum:

(a) X bir sezondaki kavga sayisini ve Y yaralanma sayisini ifade etsin. Ayrica
karsilasmanin kavga ile sonuglanacagini varsayacagiz. Bu durumda, E(Y) =
E(E(Y|X)) = E(5.5X) = 5.5E(X) = 5.5(5) = 27.5 olur. Ve Var(Y) = E(Var(Y|X)) +

Var(E(Y|X)) = E(

sayisinin varyanS| L dir. Boylece, eger kavgalar arasi yaralanmalarin dagilimi

bagimsiz ise, X sayldakl kavgada yaralanma sayisinin varyansi TX olur.]

(121/4)Var(X) = (99/12)(5) + (121/4)(5) = 192.5 elde ederiz.

(b) Z kargilagsma ihtimalini ifade etsin. Bu durumda

(E(E(Y|X)|Z)) = E(E(5.5X |2
TOE(Z) = 2.75(5) = 13.75

7)) = E(5.5(FE(X|Z

EY)=F (5.557)
2

Varyans i¢in ise hala sunu sdyleyebiliriz:

Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y |X)) = 2E(X) + 2V ar(X)



Aslinda simdi E(X) ve Var(X) (a)dakine gore degismis oldu. E(X)'in dnceki dederinin
yarisi kadar oldugunu goérmek zor degil(simdi 2.5'tir). p = 0.5 ve Z kadar deneme ile
X|Z bir binom oldugu gergegini kullanarak, X'in varyansi séyle yazabiliriz:

Var(X) = E(Var(X|Z)) + Var(E(X|Z)) = E(Z(.5)(1 — .5)) + Var(.5Z) = .25E(Z) + .25Var(Z)
[ 5

= .25(3) +.25(5) = 2.5

Geriye dogru gidince

Var(Y) = BE(X) + BVar(X) = 3(2.5) + 13(2.5) = 96.25

elde ederiz.

Ornek Problemler

Bahar 2003 Sinavi, problem 3

Cambridge’deki Baldwin okulunda Uguncu sinif dgretmeni Bay Bayson terfi almak
Uzeredir ve bunun gergeklesme ihtimali kismen o6grencilerinin MCAS sinavindaki
performansina baglidir.  On d&drencisi vardir ve sinavda on soru sorulacaktir.
Varsayalim ki her 6grencinin her soruyu dogru cevaplandirma sansi %60’tir, ve butin
sorularin cevaplari birbirinden bagimsizdir. En yuksek notu alan ogrencisinin on
Uzerinde en az dokuz alma olasiligi nedir? En dusik notu alan 6grencisinin on
Uizerinden en az U¢ alma olasiligi nedir?

Bahar 2007 Sinavi, Problem 3
Eger X ~ N(u, o2) ise, Y = e*’in log-normal dagilim oldugunu séyleriz, Y~ L(u, o2)

(@) Y’nin p.d.f.sini bulunuz

(b) Varsayalim ki yatirrm yapmak igin 100.000 dolariniz var ve R getirisinin dagilimi
L(u, 2) olan bir yatirrmi yapma olanaginiz var. Yatirimin ortalamasi gh+a’/2

1.10°dur ve varyansi (e2+9°%) - ¢21+9*Y 0.01°dir. Yatinmin birinci déneminin
sonunda (100.000R; dolar) servetinizin 110.000 dolardan daha yiksek olma
olasiligi nedir?



(c) (b)deki parametre degerlerinin aynisini kullanarak, yatinmin bagimsiz iki
donemini sonunda servetinizin 115.000 dolardan daha yliksek olma olasiligi
nedir?

Bahar 2007 Sinavi, Problem 4

Bir isve¢ ekonomisti olan Mikael Priks bir suredir holigan aktiviteleri, kavgalari,
yaralamalari, vs., (izerine Isveg polisi tarafindan toplanan detayh veri ile “Firman Boys”
cetesinin  Oyelerinden  birisinin  kendi raporunu  kullanarak  (bkz. www.lrz-
muenchen.de/ces/mikael.htm) futbol holiganlari ile ilgili c¢esitli ekonomik konulari
calismaktadir. Bir makalesinde disman holigan gruplari arasinda olasi ve sert
kavgalarin nedenlerini analiz eder. Bunun icin, kavgalar ve yaralanmalar Uzerine bir
model gelistirir. Modelde bir sezonda diusman gruplarinin olasi karsilasma sayisi bir
P(5) dagihmidir (Poisson A = 5). Dahasl, her kavgada en az bir yaralanmanin olacagini
ve gercekte, 10’a kadar her yaralanmanin esit olasilikli oldugunu varsaymistir.

(a) s6z konusu varsayimlar veri iken, bir yil igerisinde iki digsman grubun birbirini
yaralama sayisinin beklenen de@eri nedir? S6z konusu sayinin varyansi nedir?

(b) Varsayalim ki belirtilenlerin yerine, iki disman grup karsilastiinda kavga olma
olasiligi sadece 1/2’dir (olasi karsilasmalari badimsiz varsayabilirsiniz). (a)ya
vereceginiz cevap nasil degisir.



