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1. Merkezi Limit Teoremi

Gecen hafta binom rasgele degiskenler icin DeMoivre-Laplace teoremini gordiagumuazu

hatirlayiniz. Bu teorem esas itibariyle, bliyik n degerleri icin standardize edilmis Y ~
Y—E[Y]

JnVar(y)

dagilimh oldugunu soyler. Bir binom, i.i.d. sifir/bir rasgele degisken Xjlerin (basari” ile

B(n, p) dagilimli rasgele degiskenin Z = ‘nin yaklasik olarak standart normal

“ ' - ] Y, . N ..
sonuglanan “denemeler’in sayimi) toplami oldugu igin, ~yi X1, ...X, ornekleminin
ortalamasi olarak dusunebiliriz.

Dolaysiyla, DeMoivre-Laplace teoremi gercekte i.i.d. sifir/bir rasgele degiskeninin
ortalamasinin bir sonucudur. Merkezi Limit Teoremi bunu sonlu varyansi olan diger
herhangi bir dagilimdan elde edilen i.i.d sekanslarinin 6rneklem ortalamalarina
genellegtirir.

Teorem 1 (Merkezi Limit Teoremi). Varsayalim ki Xy, ..., X, ortalamasi ¢ ve varyansi
02 < oolan bir dagihmdan elde edilen n blytkliginde bir rasgele 6rneklemdir.
Herhangi bir sabit x de@eri icin asagidaki yazilabilir:

er - 3
lim P (u’?—'“ < ,r) = ¢(x)

TL—+ OO (e

Burada vnX,'nin ortalamasi p ve varyansi ¢° olan normal dadilima yakinsayacagini
soyleyebiliriz (bazilari buna “yakinsama kanunu” der). Semboller ile ifade edersek

. wod .
Vi(Xn —p) = N(0,6%)

O halde bir ortalama nasil olurda ayni anda hem sabit bir deger p'ya (Blyuk Sayilar
Kanununa gore) ve hem de varyansi 1 olan (merkezi limit teoremine goére) rasgele bir
dediskene yakinsar? Buradaki onemli detay merkezi limit teoremi ile ilgilidir yani
dagilimin bir noktaya dismesini (Buylk Sayilar Kanununda bu olur) veya sonsuza



kadar patlamasini engelleyecek en uygun orani verecek sekilde érneklem ortalamasini
v/n ‘nin garpimi kadar yukari cekeriz.

Bir dagilimin ortalamasini sinirlandirmak igin niye normal dagiim baslamak igin en
uygun adaydir? ki bagimsiz normal rasgele degiskenin toplaminin yine normal bir
dagilimi oldugunu (her ne kadar varyanslari farkli olsa da, sadece standardize edilmis
ortalamaya baktigimiz igin bu o kadar da o6nemli degildir) tartistigimizi tekrar
hatirlayiniz. Yani bukilme (yani dagilimdan bagimsiz rasgele degisken ekleme)
acgisindan normal dagilim ailesi istikrarlidir. Bunun diger dagilimlarin ¢ogu igin dogru
olmadigini belirtelim (uniform veya ustel gibi).

Orneklem ortalamasi tek tek gdzlemlerin agirliklandiriimis ortalamasi oldugu igin,
diyelim ki drneklemi n’den 2n’e gikarirsak, Xn+1, ..., Xon sekansinin ortalamasi birinci
ortalamaya eklenir ve 2’ye bélinir. Dolayisiyla, eder blyik n’ler icin bile, X.in
dagiliminin elde edilen iki bagimsiz degiskenin toplaminin ayni dagihm ailesinde
olmayan tlrden oldugunu varsaymis olsaydik, érneklem ortalamasinin dagilimi yine de
ihtiyari baylk n degerleri icin ¢ok degisirdi ve dolayisiyla istikrarli bir limite dogru
gitmeyebilirdi. Bu durum, ortalamanin dagiliminin limitte normal dagdilima yaklasmasinin
niye kabul edilebilir oldugu konusunda yeterince bilgi veriyor olmasi gerekir .
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Sekil 1. n para atisinin tura sayisi: drneklem ortalamasi X,(solda) ve standardize
edilmis drneklemin ortalamasi vVnX, (sagda)

Ornek 1. Varsayalim ki Xi, ..., X, i.i.d. olan rasgele degiskenlerdir ve X; ~ U[0, 1]
dagilimi uniformdur, dolaysiyla p.d.f gbyle olur:

fx(r) = 1 eger <1 <1 ise
‘}L[i} - 0 diger biitiin dirumlarda



Simdi kismi toplamlarin p.d.f.sini hesaplamak i¢in 10°’nuncu dersteki bukilme formulina
kullanabiliriz,

Sp=X1+Xo+...+5;

k = 2 igin, agagidakini elde ederiz (integralin limitlerine dikkat etmek gerekir)

e min{ sz,1}
fs,(s2) = / fx(s2 —w)fx(w)dw = / 1dw

max{s:—1,0}

82 efer 0<s3 <1 s
— min{sg, 1} —max{sy — 1,0} = 2 — 59 eger 1 < s0 < 2 ise
0 diger biitiin durumlarda

Sonraki hesaplamalar ¢cok karmagik olabilir ¢linki integralin limitlerini ve yogunluktaki
kirilma noktalarini surekli kontrol etmek gerekir. Bazi hesaplamalardan sonra, k = 3 icin
sunu elde ettik,

n
L)

~ 2, ) eger 0<s3<1je
Ly ) . I —5 + 3sg — s eger | < 59 < 2 ise
. (89) = (89 — w) fx(w)dw = 2 3 - —= =
[s,(s3) /;L fs,(53 ) fx (w)e 92 300+ 13 cger 2 < sy < 3 ise
0 diger biitiin durumlarda
Rasgele degiskenlerin toplamlarinin beklenen dederi ile ilgili kurala gore
E[Sy] = KE[X,] = &
Pkl = BRI =5
Ayrica, X1, X, ..., Xk bagimsiz olduklari igin, toplamin varyansi ile ilgili kurali
kullanabiliriz
Var(S,) = Var(Xi+ Xso+ ...+ X)) = Var(Xy)+ Var(Xs) + ...+ Var(X;)

1 2
, 12 11 1\ K
= Kar(x) =k (f‘i) it = '(E‘E‘z)—ﬁ

Bundan 6turl, Sk’nin standardize edilmig hali olan Z, asagidaki ile verilir:

S, — &
0
Vi

[l

T =



Buradan hareketle, degisken degistirme formulinl kullanarak standardize edilmis Z.,

Z,, Z3'lin yogunluklarini hesaplayabiliriz (tlirevin sadece /12 /k ‘Yya egit olduguna dikkat
ediniz):

1 i - - o
fz (z) = V12 eger —V3I= 2=V e
i 0 diger biitin durumlarda
r . -
:%E e efer fé-fg 20 jse
fz,(z) = A 1 _ =z eger '[]E-/T“_:f_ ise
V6 6
\ 0 diger biitiin durumlarda
q . 12
(1 (3 +5) eger —3<z<—lise
fr (2) ) %_3;5__ eger — 1 <z<1 1ise
J 2 z — '3 -2 ]
| %(%‘%34‘"‘?) eger 1 <2<3 ise
L 0 diger biitiin durumlarda

Bunun grafiksel olarak nasil gériindigiine bakalim:

Uniform Rasgele Degiskenler icin Merkezi Limit Teoremi
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Z 2icin Yogunluk s msm == Standart Normal Yogunluk

Uniform rasgele degiskenlerin standardize edilmis toplamlarinin p.d.f.si sadece 3 kadar
bagimsiz cekilisin toplamlarinin standart normal p.d.f.sine cok benzemektedir. Bu bir



surprizdir ¢lnkd uniform yogunlugun kendisi hi¢bir sekilde normal rasgele
degigkeninkine benzemez.

Son 6rnek, 3 kadar az (en azindan optik olarak) sayidaki n igin normal tahminin oldukca
iyi gbérinmesi konusunda biraz aldatici olsa da, n — oo durumunda, genellikle n = 40
veya daha yuksek degerler i¢in tahminin dogru oldugunu ifade ederiz.

Ozetleyecek olursak, &rneklemin gergcek ortalamasinin p.d.f.sini hesaplamak
istemedigimiz  zaman  Merkezi Limit Teoremi 0Ozellikle vyararhdir. Bunun
gerceklesebilecegi iki durum vardir

e Gercgek p.d.f.'yi hesaplamayabiliriz ginku X'lerin tam dagilimini bilmiyoruzdur,

e Gercek p.d.f.yi hesaplamak istemeyebiliriz ¢linkli hesaplamalar ¢ok karmasik
olabilir- Bu genel buktlme formuli (6rnede bakiniz), ve diger bircok kesikli 6rnek
(son dersteki Binom 6rnek gibi) i¢in nerdeyse tartismasiz dogrudur.

2. Tahmin

Bu derste simdiye kadar, bir rasgele degiskenin dagiliminin parametrelerini bildigimizi
varsayarak bagladik. Ornegin X ~ P[A] oldugunu biliyorduk ve daha sonra o dagilimdan
olasiliklari ve rasgele degigkenin diger 6zeliklerin hesapliyorduk. Simdi ise probleme
tersten bakacagiz:

6 parametreleri bilinmeyen bir dagilimdan elde edilen bir i.i.d. 6rnekleme sahip
oldugumuzu varsayacak olursak, isledigimiz dagihm ailelerinde yer alan hangi 6
degerinin veriyi Uretmis olabilecegi konusunda nasil “makul” bir cevap elde ederiz?

Ornek 2. Eger bir madeni para verilmisken tek bir atisin tura gelme olasiligini

. . e n T S
bilmiyorsak, cok sayida atis yapabiliriz. O zaman turalarin oranini, p = ﬁ, ha

sonra agiklayacagimiz mantikla P(Tura) olasiligi icin “iyi bir tahmin” olabilecegini
ddgilinebiliriz.

f(x|0) p.d.f.leri veri iken, bir parametre bir dagihmlar ailesinin sabit endeksidir. Burada
parametreleri genellikle 8; ..., 6 olarak ifade ederiz.

Ornek 3.

e Binom dagilim i¢in parametreler n deneme sayisi ve p basari oranidir.



T _ o .

fx (z|n,p) = ( T ) PrA=p)"" g =011 e
0 diger biitiin durumlarda

e Normal dagilim i¢in parametreler ortalama u ve standart sapma o dir.

1 _.I—ll_:l

rjp, o) = € 22
f\l H } \.@G’

e Poisson dagilimi bir tek parametreye sahiptir, A

)\.IE'_)'

f.*((f)z{ T a2 {012 i

0 diger biitiin dwrumlarda

istatistigin cogu, bilinen dagihm ailelerinin hangi tiyesinin gdzlemlenmis bir siirecin veya
olayin dogru olasilik dagihmini verecegini belirlemekle ile ilgilidir. Sembolik olarak, X ~
f[x|6o] iken biz parametre degeri 6¢’1 bulmak isteriz. Bu durum, “dagilimi karakterize
eden parametreleri tahmin etme” problemidir.

Her zaman bir rasgele 6rneklem Xj, ..., X, ile baglayacagiz ve her zaman asagidaki
varsayimda bulunacagiz:

bilinmeyen 6, € @igin X ~f[x|0¢]

Tanim 1. 6°’nin tahmin edicisi 8 bir istatistiktir ( yani X, ..., X»in bir fonksiyonudur),

Bir érneklemde bir tahmin edicinin gerceklesmesi, 8(xy, ..., Xn), 8 ‘nin tahmini olarak
adlandirilir.

Rasgele bir 6érneklemin fonksiyonu olarak, tahmin edici uygun bir rasgele degiskendir,
bu nedenle genel olarak p.d.f.si cinsinden dagilimini agiklamak ve dagiliminin momenti
ile ilgilenecegimize dikkat ediniz.

Ornek 4. Varsayalim ki X; ~ Bernoulli(8o)’dir, yani X sifir/bir rasgele degiskendir ve 1
degerini 8 olasilikla alir ve p.d.f.si gbyledir:

to gger T = l ise
fx(x) = 1 —fy ege 1 = () ise
0 diger biitiin duwrumlarda



6o’in1 nasil tahmin ederiz?

Orneklem ortalamasini kullanabiliriz,

Ornegin 5 Bernoulli denemesi 1, 0, 0, 1, 1 igin sunu buluruz,

. 3
f(1,0,0,1,1) = =

=

[l

5 gozlemli bir 6rneklemde 8 tahmin edicisi bir rasgele degisken oldugu icin, p.d.f.sini
elde edebiliriz: hatirlayiniz Ss = (X;_,X;) icin Ss ~ B(5, 6o)dir. Kesikli rasgele
dediskenlerin p.d.f.sini bulmanin yéntemlerini 6 = (Ss)/5’e uyqularsak, asadidakini elde
ederiz:

1P

-
(‘; )Haf-u—ﬁ{]:la”‘” efer i"|E [0,£.2,2,2.1} ise
il

0 diger biitiin durumlarda

falt) =

Ozelikle, tahmin edicinin dagiimi gercek 6, olasiligina badhdir — o olasilik [0,1]
araliginda herhangi bir yerde olabilir- fakat sadece 6 farkli kesikli deger alabilir.

Ornek 5. Eger X ~ U[0, 6] dagilimi parametreye badl olarak bir aralikta uniform ise,
p.d.f.’si s6yledir:

. 1 eger ()<< 1 < ] ise
fx(x)=4¢ 8 o
0 diger biitiin durumlarda

0’yi nasil tahmin edebiliriz? Asagidakileri kullanabiliriz,
0, = max{Xq{, ..., X}
ég = ZX 1

Diyelim ki, dagiimdan ii¢ 6rnek sectik, 0.2, 0.6, 0.4. O zaman 6, =0.6 ve 8, =0.8 olurdu
ve bbylece ayni parametre igin iki tahmin edici farkli cevap verirdi. Bu farkli tahmin
ediciler arasindan nasil se¢im yapacagiz? Buna biraz sonra geri dénecegiz.

e B(Xy, ..., Xn) fonksiyonlarina nasil ulagirsiniz?
e Bu tahmin edicilerin makul oldugunu nasil belirleyebiliriz?



e Ayni parametre igin bir veya iki tahmin edici arasindan nasil segim yapmaliyiz?

3. Tahmin Edicilerin Genel Ozelikleri
X’in beklenen dederini parametre 6 ile ifade edecegiz, yani eder gergcek parametre 8’ya
esitse X'in beklenen degeri sdyledir:

v )

Eo[X] = / 2 fx (z]0)dz

b =

Ayni sekilde, parametre 6 ile varyansi sOyle yazacagim:

Varg(X) = / (z — Eg[X])? fx (x|0)dx

o —

Bir tahmin edicinin sapmasi(yanhligi C.N.) onun beklenen degeri ile gercek degeri
arasindaki farktir.

Sapma(f) = Eg, [0] — o

Elbette ki, ortalama olarak parametreyi dogru veren bir tahmin ediciyi isteriz, yani ideal
olani sapmanin sifir olmasidir.

Tanim 2. Bir tahmin edici 8 = (Xy, ..., X») 0 igin sapmasizdir eger butin 8, degerleri

icin

Ey, [0] = '9[}_

Ornek 6. Varsayalim ki, X1, ...Xn N(u, o¢?) dagilimindan elde edilen bir i.i.d.
Orneklemdir. Gegen hafta érneklem ortalamasinin beklenen degerinin herhangi bir u
degeri igin

Ey00[X,] = B, o2[X] =

oldugunu gérmiistiik, bu nedenle X, normal dagilimin ortalamasi u igin sapmasiz bir
tahmin edicidir.



Ornek 7. ii.d. olan Xy, ..., X, rasgele dérnekleminden x ortalamasi bilinmeyen X ~ N(u,
a?) dagilmi igin varyans parametresi o2yi tahmin etmek istedigimizi varsayalim. ¢? =
E[(X - E[X])?] oldudu icin, sezgisel olarak ilgi gekici bir tahmin edici asagidaki gibi olabilir

I _
- D - o 3
og- = — X, — X
- (X - X)
i=1
(burada &6rneklem ortalamasini gergcek beklenen degeri ile yer degistirttik). Eger
dagilimin gergek parametreleri (1o, 0v?) ise, bu tahmin edicinin beklenen degeri nedir?

E[X?] = E[X])? + Var(X) iliskisini hatirlayiniz, boylece

n

! D (X7 —2XiX + X?)

T
i=1

E¢’] = E

n

e
= -V EX2-X°
() )
i=1

]- ™
= = E[X?] - E[X?]
i=1

n

| a a 1 .
= =Y (pP+o%) - (g.r + —JE)

n - I Tt
i=
7 ] 73 CT2 n— 1 3
= WU +0 - ——= )
T Ti

Dolayisiyla 6% o2 icin sapmasiz bir tahmin edici degildir, fakat 6% icin cok kolay bir

sapmasiz tahmin edici olugturabiliriz.

_\2_ l T i _ 5
& —”_l;mf—kﬂ}

Bu sapma nereden geliyor? Genel konusmak gerekirse, bunun nedeni kare parantezin

icindeki gyd “gUriltili” bir tahmin olan 4 = X, ile yer dedistirmemizdir. Eger uo
bilinseydi, tahmin edici 6% = % L (X; — ug)*’nin o igin sapmasiz olacagini kendiniz

kontrol edebilirsiniz.

Ortalamayi tahmin etmek veriden bir “serbestlik derecesi” gétirtir- 6rnegin eger elimizde
sadece tek gozlemli bir drneklem olsaydi, tahmin edilen ortalama o gézleme egit olurdu



ve varyansin “saf’ tahmin edicisi bize 6% = 07 verirdi, agikcasi bu da dogru cevap

degildir.

Sapmasizlik bizim ilgilendigimiz tek sey olmayabilir. Ortalama olarak tahmin edicinin
gercek parametreye esit olmasi belli bir O6rneklem iginde Oyle olacagi anlamina
gelemeyecegdinden, gercekte tahmin gercek parametreye yakin olacaktir.

Tanim 3. Eger nyi artirirken tahmin edici olasilik bakimindan 6y'a yakinsarsa, bir Xi,
..., Xn Orneklemi icin, 8 ‘nin 8 igin tutarli bir tahmin edici oldugunu séyleyebiliriz. Butin &
> 0 degerleri igin

lim -!DI’JU ( f}l:Xl ey X;-rj — l.{)‘i[]'| < :—) =1

n— o0

Kelimeler ile ifade edecek olursak, yeterince blyuk bir 6rneklemde, tutarli bir tahmin
edici yuksek bir olasilikla gercek parametreye cok yakin bir araligin icinde olacaktir.
Dikkat edilecek olursa sapmasizlik ve tutarlihk iki ¢ok farkli értusen kavramdir, ancak
biri digerini ima etmez.

Ornek 8. Uniform dagiim igin séz konusu olan tahmin edicilerimizden birine geri
donelim, X ~ UJ[O0, 8¢]. Eger asadidaki ifadeye bakaca olursak,

f}l = max{Xq{...., X}

0:'in @ igin sapmasiz olmadigini kolaylikla gérebiliriz, ¢iinki uniform dagilimin
dogasindan 6tird, Xi’nin bultlin olasi degerleri 8o'ten kiigtktir. Bu nedenle, n ne kadar
blytk olursa olsun, P(max{ Xi, ..., Xn} < 8¢) =17dir. Béylece Beklenen deger Eg[61] <
8o’dir. Ancak, 8, 8y igin tutarlidir: Uniform dagiimindan elde edilen bir tek gézlem olan X
icin c.d.f.’nin Fx(X) = X/ 8¢ oldugunu kolayca goérebiliriz. Yn = max{Xy, ..., Xy}
orneklemin n’nci sira istatistigi oldugu igin, daha énceki tartismalarimizdan 0 <y <1
icin Fyn(y) = (Fx(y))" = (y/ 60)"i elde ederiz. 1 olasilikla 81 < 8, oldugu igin, herhangi bir
6rneklem sayisi n ve herhangi bir £ > 0 igin agsagidakini hesaplayabiliriz,

n

- ) ) {.J _ =
P(|6; —tg| > ) = P(Y, < by —¢) = ( {]f} ) =p"
w0

burada £ > 0 oldugu igin p := So-¢ < 1-dir. Bu nedenle, n’i artirirken, 6o’'dan £dan daha
)
0

fazla sapmanin olasiligi yok olur, ve dolaysiyla 81 tutarlidir.

Ornek 9. Biiyiik Sayilar Kanununa gére, 6rneklem ortalamasi olasilik olarak E[X] = u'ya
yakinsar. Dolayisiyla, N(u, a?)) olan rasgele degiskeninin bir i.i.d. olan Xi, ..., X
orneklemi igin, 6rneklem ortalamasi p’'nin tutarli bir tahmin edicisidir.



Ayri bir secenek olarak, “makul olmayan” bir 8(X1, ..., X,) tahmin edicisine bakalim. Bu
durumda,

E[d(X1.....X,)] =E[X,] =

Dolaysiyla bu tahmin edici sapmasizdir. Ancak, herhangi bir n 6rneklem bdydkligd icin,
tahmin edicinin dagilimi s6z konusu X ~ N(u, o)’in aynisidir, bu nedenle érnegin €= oy
igin, butdin n’lerin olasilhigi

P(|t§(}{1 ..... Xn)—po| <oo) = Plpo—o0< Xn < po+ oo)
— P(—I{M{jl)zp[—l{Zﬁl]
To
= P$(1) —P(—1) ~ 0.6825 << 1

Xn—HUo
0
0 sapmasizdir ancak tutarll degildir.

burada standardize edilen Z := N(O, 1) dagimlidir. Bu argiimanlardan hareketle,



