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1. Maksimum Olabilirlik Tahmin: ilave Ornekler

Ornek 1. Varsayalim ki X ~ N(uo, ov)’dir ve bir i.i.d. érneklem Xy, ..., X,'den u ve o2
parametrelerini tahmin etmek istiyoruz. Olabilirlik fonksiyonu séyledir:
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Maksimumu bulmak igin, u ve o?’ye gére tiirevleri alip sifira egitleriz:
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Ayni sekilde,

. on 2w 1 2 1 a1 = 2
0= 355+ =0 Y (Xi-pPeot=—3 (Xi—p)? == (X - Xp)



Halihazirda, bu tahmin edicinin oy’ igin sapmasiz olmadigini gésterdigimizi hatirlayiniz,
bu nedenle genel olarak Maksimum Olabilirlik Tahmin Edicileri sapmasiz olmak zorunda
degildir.

Ornek 2. Uniform dagilimli érnede geri dénelim: varsayalim ki X; ~ U[O, &/’dir ve &nin
tahmini ile ilgileniyoruz. Momentler ydntemi tahmin edicisi igin asagidakini gérebilirsiniz,
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u1(0) = Eo[X] = 5

bbéylece bunu 6rneklem ortalamasina egitleyerek asagidakini elde ederiz:
Orions = 2X5,

Maksimum olabilirlik tahmin edicisi nedir? Agikcasi, biz herhangi bir 8 < max { Xy, ...,

Xn } almayacadiz ¢iinkii 8’dan biiyiik gerceklesmis bir 6rneklemin 8 altinda sifir olasiligi
vardir. Bigimsel olarak, olabilirlik
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Lo diger biitin durumlarda

6 < max { Xy, ..., Xn }nin herhangi bir degeri maksimumu olamaz ¢linki bdtin o
noktalarda L(8)’in sifir oldugunu gérebiliriz. Ayni zamanda, 8 = max { X, ..., Xy }ic¢in
olabilirlik fonksiyonu &'da kesin azalandir ve bu nedenle asagida ifade edildigi gibi
maksimumdur
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1 olasilikla X; < 6o oldugu i¢in, maksimum olabilirlik tahmin edicisi de 1 olasilikla 6,dan

diislik olacaktir, bbylece sapmasiz degildir. Daha da agik olmak gerekirse, X)'in p.d.f.si
asagidaki gibi verilir:
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Boylece,
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Cok kolay bir sekilde bir sapmasiz tahmin edici, 6 = "THX(n), olusturabiliriz.

1.1. MLE’nin Ozellikleri

Asagidakiler sadece MLE icin elde edilen temel teorik sonuglarin 6zetidir(bu agsamada
ispatlari yapmayacagdiz):

e Tutarh tahmin ediciler grubunda etkin bir tahmin edici varsa, MLE onu olusturur.
e Belli dizenleyici kosullar altinda, MLE asimptotik olarak normal dagilim olabilir
(bu esas itibariyle Merkezi Limit Teoreminin bir uygulamasindan gelmektedir).

Maksimum olabilirlik her zaman yapilmasi gereken en iyi sey mi? Hayir

e sapmali olabilir
e genellikle hesaplanmasi zordur
e ilgili dagihm ile ilgili yanhs varsayimlara karsi ¢ok hassas olabilir.

2. Guven Araligi

Tahminin degeri ve onun dogrulugu(standart hatasi tarafindan verildigi gibi) hakkindaki
bilgileri birlestirmek igin, genellikle yapilan, bir tahminin etrafinda muhtemelen gercek
degeri iceren bir aralik belirlemektir.

Ornek 3. Varsayalim ki deniz kuvvetlerinin bir topcekerinin(bot) kaptani kiyi seridi
boyunca bir sahil koruma hatti olugturacaktir, fakat ondan énce denizden dogrudan
gorulmeyen sahildeki bir makineli tiifegin yok edilmesi veya en azindan agir tahribata
ugratilmasi gerekecektir.

Bota halihazirda sahilden birkag kere atig acilir ve mermilerin geldigi yéne dayanarak,
kaptan silahin konumu hakkinda bir tahmin 8 olusturur. Tahmin, gercek 68, konumun
etrafinda og? varyansli bir normal dagilimdir.

Kaptan, sahillin bir araligina fuzelerle yaylim ateginde bulunarak o alandaki her seyi yok
edebilir. Kaptan, sahillin hangi araligina ates edecegini nasil belirleyebilir ki %95
olasilikla makineli tiifegin orada olup tahrip olacagindan emin olabilir ve béylece birlikleri
glvenli bir sekilde sahile ¢ikarabilir?



Makineli Ttifegin Tahmini Yeri ~ Makineli Ttfegin Gergek Yeri
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Normal dagihm igin, olasilik yiginin %95’inin ortalamanin her iki tarafindaki 1.96
standart sapmalik araligin icinde oldugunu biliyoruz. Béylece, eder kaptan Cl = [0 —
1.960, 0 + 1.964] araligi icin ates emri verirse, 8'in 8, € Cl olma olasiligi %95tir.

Daha 6nce sadece gercek parametre 8o dederine yakin deger veren tek fonksiyon 8(Xx,
..., Xn ) aryor iken, simdi belli bir degere esit veya daha yuksek olasilikla gercek
parametre degerini kapsayan (iceren) iki fonksiyon, A(Xi, ..., Xn) < B(X1, ..., Xn),
olusturmaya calisacagiz.

Tanim1. Parametre 6o i¢in bir 1-alik given araligi A(.) ve B(.) gibi veriye-dayali iki
fonksiyona bagli bir araliktir [A(X4, ..., Xn), B(Xy, ..., Xi)]. Yani,

R'}l. |:_"1.|::/Y]_ ..... JY” | '_ HI] '_ Bl;{l ..... :{n]l} = 1 — ¥
Bu fonksiyonlar benzersiz degildir fakat teamullere bagl olarak, A ve B'yi o/2 olasiligi
araligin her iki tarafina esit dusecek sekilde segiyoruz.

Bir guven araliginin, [A(X1, ..., Xn), B(X1, ..., Xn)], gerceklesmesi i¢in, P(A(X1, ..., Xn) < 8o
< B(X1, ..., Xn) = 1 - a oldugunu sdylemek mantikli degil, ¢inkt arahgin limitleri ve
gercek parametre simdi reel sayilardir, bdylece orneklemin gerceklesmesi veri iken,



tahmin edilen aralik ya 6, kapsar(1 olasilikla) ya da kapsamaz. Gergek parametre veri
iken rasgele olan guven araligidir, yoksa 8, degil.

Asagidaki kendisi i¢in guven araligi olusturmak istedigimiz en yaygin durumdur.

Ornek 4. Varsayalim ki 6 ~ N(6o, ?)’dir ve bir 1-a’lik bir gliven araligi olusturmak
istiyoruz. Eger zi.«» Standart normal dagilimin 1- (al2) ondaligi ise yani @&(zy.q2) = 1-
(al2) ise, 0 zaman asagidakinin

CI=[0—021_a/2.0+021_a/9)

60’1 asagidaki olasilikla kapsadigini kontrol edebiliriz,
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burada % 6°nin standardizasyonu oldugu igin standart normal dagilimlidir.

Boylece eger bir %95'lik gliven aralidi istiyorsak, zi.aq2 = Zog97s = 1.96°dir, bu nedenle
gliven araligi 6 + 1.96c ile verilir.

Bu gtiven araligini elde etmenin en yaygin yoludur, bu nedenle bunun nasil isledigini
anlamaniz gerekiyor.

Ornek 5. Anket sonuglari genellikle bir “hata payi” ile rapor edilir. Ornedin Gallup’un 18
Nisan raporuna gbére seg¢menlerin %46’sinin McCain’e karsi Clinton’e, %44’(nin
herhangi bir fikri olmadigini séylemistir. Bu sonuglar 4385 Kigiyle yapilan gbriismeye
dayanmaktadir ve rapor ayrica “ulusal yetiskinlerin toplam érneklemine dayall sonuglar
icin, %95 glivenilirlikle maksimum O6rneklem hata payi yizde iki oldugu sdéylenebilir’
ifadesine yer vermistir. Bu ne anlama gelmektedir? — Eger bir adayin gercek oy orani p

ise, n sayidaki secmen érnekleminde ortalama payin varyansi VAR(X,) = ”(17_”) ‘dir. Bu
varyansin p = 0.5 icin en yiiksek oldugunu kendiniz de kontrol edebilirsiniz. Dolaysiyla

0.5(0.5) -

4385 gorismeli bir 6rneklem igin, maksimum standart sapma \/ Var(Xn) < J PRy

2%0.76tir.

Merkezi Limit Teoremine gére, X, yaklasik olarak normal dagilimlidir ve bir normal
dagihm igin %95’lik bir olasilik kitlesinin ortalamanin 1.96 standart sapmalik araliginda



yer aldigini daha 6nce gérmiistiik. Bu nedenle, [X, -1.96(0.76) , X, + 1.96(0.76)] araligi
gercek oy oranini %95ten daha bliylik bir olasilikla icerecektir. Seg¢menin daha kliglk
alt gruplari igin hata payi daha bliyiik olacaktir.

Ornek 6. Bir laboratuvar bir davada kanit olarak kullanilabilecek bir kan érnedi lizerinde
kimyasal analiz yapmaktadir. Kanit olarak kabul edilebilmesi igin, bazi maddelerin
mevcudiyetinin - %90k gliven araliginda % 0.001 g/ml’den daha az olmasi gerekir.
Analizler igin kullanilan makine gercek dedger etrafinda standart sapmasi o = 0.05g/ml
olan normal dagilimli sonuglar vermektedir. %90’lik gliven araliginin 0.001 g/ml’den az
oldugundan emin olmak icin ka¢ tane sonug¢ almamiz gerekir?

%95’lik gtiven araliginin genisligi séyledir:

0.005 0.01645
=20 1(0.95) ~ 2——1.645 = — ——
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Dolayisiyla, | < 0.001 olmasi igin, n > 16.45% = 270.6025’¢ ihtiyacimiz var, bu nedenle
de en az 271(badimsiz) sonug almamiz gerekir.

Sonraki 6rnek tahmin edicinin dagiliminin normal olmadigi durumlarda guven arahgi
olusturmanin bir yolunu gostermektedir.

Ornek 7. Varsayalim ki Xy, ..., X, i.i.d.’dir, dagiimi X ~ U[0, &’dir ve 0 icin %90’lik
gliven arali§i olusturmak istiyoruz.

f = max{X;,...,. n} = Xm)

Yukaridaki ifade n’nci sira istatistigi olsun (6nceki derslerde gosterildigi lizere bu ayni
zamanda bir maksimum olabilirlik tahmin edicisidir). Daha énce gérdiigiimiiz gibi, 8 6
icin sapmasiz olmamasina ragmen, onu @ igin bir glven araligi olusturmakta
kullanabiliriz. Sira istatistiginin sonuglarindan gérdiik ki 8’nin c.d.f.sini veren 8’in c.d.f.si
asagidaki gibi belirlenmektedir:

0 eger (1 < () ise
T
Fy0)={ (%) cger 0<0<0p ise
l EEEI' E? ) I'?[] iSE
burada U[0, 6¢] olan bir rasgele degiskenin c.d.f.sini, F(x) = x/ 6o, yerine koyduk,

A ve B fonksiyonlarini elde etmek icin, dnce a ve b sabit degerlerini bulalim,



Py,(a <0 <b) = Fy(b) — Fz(b) = 0.95—-0.05 = 0.9
a ve b degerlerini asagidakileri ¢bzunce bulabiliriz

Fs(a) =0.05 and Fj(b) = 0.95

boylece a = /0.056, ve b = 1/0.956,’i elde ederiz. Bu bize heniiz bir gliven araligi
vermemektedir, ¢inkd guven araliginin tanimina gore biz gergek 6o degerini esitsizligin
ortasinda isteriz. Ve her iki tarafin fonksiyonlari sadece veriye ve diger bilinmeyen
bayuklukler baghdir.

Ancak asagidakini yazabiliriz,
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Bundan 6turt asagidaki 6y igin bir %90’lik given arahgidir.

) ax{ Xq,..., X ax{X,..., X
[A,B] = [A(X1,..., X2), B(Xy,..., Xn]]:[m“{ 1 n} maxiX, ”}]

V/0.05 ' v0.05

Bu durumda, araligin sinirlari sadece (X, ..., Xn) tahmin ediciler araciliiyla veriye
baglidir. Bu genel olarak dogru olmak zorunda degildir.

Simdi guiven araligina nasil ulastigimizi tekrarlayalim:

1. énce 8 (Xa, ..., Xn) tahmin edicileri ve 8’in dagihimini elde et,
2. asagidaki kosulu saglayacak olan a(0) ve b(6)’yi bul

Pla(@) <8 <blf)=1—-a
3. 0’y1I ¢Ozerek olayi yeniden yaz

PAX) =< BX)=1—u

4. A(X), B(X) degerlerini gézlemlenen drneklem Xj, ...,X;'i kullanarak bul,
5. 1 - o’lik guven arahigi asagidaki ile verilir:
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2.1 Onemli Durumlar

1. & normal dagihmlidir, Var(@)= o3, bilinmiyor: Glven araliyi asagidaki gibi
olusturulabilir

JE o1 s o1 o
[A(X),B(X)] = [6— \Jo3o (1-3) 0+ [o30" (1- 5 )]

2. & normal dagiimlidir, Var(d) bilinmiyor fakat $? = Var(d) tahmin edicisi var:
Gulven aralig1 asagidaki ile verilir

. ; ~ L. ¥ - - ' ¥
[A(X), B(X)] = |6 - V§2t,_4 (l _ Ej 0+ Vs (1- 5)]

Burada tn.1(p)degeri n -1 serbestlik dereceli t-dagiliminin pnci ytzdeligidir.

3. 6 normal degil, fakat n > 30 veya daha fazla: dyle anlasiliyor ki gérdigimiiz
batin tahmin ediciler(unifom dagilim igin érneklemin maksimumu hari¢) merkezi
limit teoremine gore asimptotik olarak normaldir (Merkezi Limit Teorisini nasil
uygulayacagimiz konusu her zaman agik degil degildir). Bu durumda given
araligini 2'deki gibi olustururuz.

4. 6 normal degil, n kiicik: eger 8’in p.d.f.si biliniyor ise, 1’nci kullanilarak giiven
araligi  olusturulabilirf(son  ornekteki gibi). Egder p.d.f. bilinmiyor ise,
yapabilecegimiz bir sey yok.

2nci durumda t dagilimini kullanmamizin nedeni sudur: 8 ~ N(u, ¢%/n) oldugu icin,
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Diger taraftan, sunu kontrol edebiliriz
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burada $ genellikle ortalamasi sifir ve varyansi ¢® olan normal hatalarin karelerinin
toplami icin yazilir. Dolaysiyla,
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Ayrica 4’(in genel durumunda (ve uniform iceren son érnekte), 8 (X, ..., Xy) istatistiginin
herhangi bir seyin sapmasiz ve tutarli tahmin edicisi olmasini istemedik, fakat gergcek
parametrede kesin monoton olmak zorundaydi. Ancak, normal durumlar(@’in varyansi

hakkinda bilgi sahip olsak ta olmasak ta) ve durum 3 igin guven arahgini
olusturdugumuzda, tutarl olmak zorundaydik.



