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1. Guven Aralig1 (devam)

Sonraki 6rnek tahmin edicinin dagiliminin normal olmadigi durumlarda glven araligi
olusturmanin bir yolunu gostermektedir.

Ornek 1. Varsayalim ki Xi, ..., X, i.i.d.’dir, dagiimi X ~ U[0, &]'dir ve 8¢ igin %90’lik
gliven araligi olusturmak istiyoruz.

f = max{X;,...,. n} = Xn)

Yukaridaki ifade n’'nci sira istatistigi olsun (énceki derslerde gdésterildigi lizere bu ayni
zamanda bir maksimum olabilirlik tahmin edicisidir). Daha énce gérdiigiimiiz gibi, 0 6
icin sapmasiz olmamasina ragmen, onu 6 igin bir given araligi olusturmakta
kullanabiliriz. Sira istatistiginin sonuglarindan gérdiik ki 8°’nin c.d.f.sini veren 8’in c.d.f.si
asagdidaki gibi belirlenmektedir:

0 eger B < ise
il
f*qﬁ (§) = ('.%) eger 0<80<8; ise
1 eder f = f ise

burada U[0, 6¢] olan bir rasgele degiskenin c.d.f.sini, F(x) = x/ 6o, yerine koyduk,
A ve B fonksiyonlarini elde etmek icin, dnce a ve b sabit degerlerini bulalim,

5 (@ < 6 < b) = Fy(b) — Fy(b) = 0.95 — 0.05 = 0.9

a ve b degerlerini asagidakileri ¢bziunce bulabiliriz
Fg(a) =0.05 and Fj(b) = 0.95

boylece a = }/0.050, ve b = 3/0.956,’i elde ederiz. Bu bize henlz bir gliven aralidi
vermemektedir, ciinkd guven araliginin tanimina gore biz gergek 6, degerini esitsizligin



ortasinda isteriz. Ve her iki tarafin fonksiyonlari sadece veriye ve diger bilinmeyen
bayudkldkler baghdir.

Ancak asagidakini yazabiliriz,

0.0=Py(a<h<b) =P, (w':-f"ﬂ.ﬂaf?u <4<V “~95'3’“) = Foy ( {? T '-'f'g 05)
WL VUL

Bundan 6turt agsagidaki 6, icin bir %90’lik given araligidir.

) ax{ X, ..., X ax{Xq,..., X
[A,B] = [A(X1...., Xn), B(Xy,..., Xn]]:[m“{ 1 nj max{X, ”}']

0.05 ' +0.05

Bu durumda, araligin sinirlari sadece 6(Xy, ..., X,) tahmin ediciler araciligiyla veriye
baglidir. Bu genel olarak dogru olmak zorunda degildir.

Simdi guven araligina nasil ulastigimizi tekrarlayalim:

1. énce 8 (Xa, ..., Xn) tahmin edicileri ve 8’in dagihimini elde et,
2. asagidaki kosulu saglayacak olan a(0) ve b(6)’yi bul

Pla(@) <8 <bf)=1—a
3. 0’y1 ¢cozerek olayi yeniden yaz

PAX) =< BX)=1—uw

4. A(X), B(X) degerlerini gozlemlenen drneklem Xg, ...,X;'i kullanarak bul,
5. 1 - o’lik guven araligi asagidaki ile verilir:

E:_:'rj- = :_4.IJT{1 ..... JY;Ii ]|. B{JYL- - JT{” |]

1.1 Onemli Durumlar

1. & normal dagihmlidir, Var(f)= o3, bilinmiyor: Glven araliyi asagidaki gibi
olusturulabilir

VB = - 21 _ﬁ)" [2 —l(_ﬂ]

[A(X), B(X)] = [0 - \[o?@ (L >) 0+ /aze (1 =)



2. & normal dagiimlidir, Var(d) bilinmiyor fakat $? = Var(d) tahmin edicisi var:
Guven araligi asagidaki ile verilir

[A(X), B(X)] = [6 — V520, (l - %) 0+ V52, (1 — %)]

Burada tn.1(p)degeri n -1 serbestlik dereceli t-dagiliminin pnci ytzdeligidir.

3. 6 normal degil, fakat n > 30 veya daha fazla: dyle anlasiliyor ki gérdigimiiz
batan tahmin ediciler(unifom dagilim igin drneklemin maksimumu hari¢) merkezi
limit teoremine gore asimptotik olarak normaldir (Merkezi Limit Teorisini nasil
uygulayacagimiz konusu her zaman agik degil degildir). Bu durumda glven
araligini 2'deki gibi olustururuz.

4. A normal degil, n kiigiik: eder #’in p.d.f.si biliniyor ise, 1'nci kullanilarak giiven
araligi  olusturulabilir(son  ornekteki gibi). Eger p.d.f. bilinmiyor ise,
yapabilecegimiz bir sey yok.

2nci durumda t dagilimini kullanmamizin nedeni sudur: 8 ~ N(u, ¢%/n) oldugu icin,

0 —
: ~ N(0,1)
o/yn )

Diger taraftan, sunu kontrol edebiliriz

(n—1)52
2

2
P ™~ Xn_1

burada $ genellikle ortalamasi sifir ve varyansi ¢® olan normal hatalarin karelerinin
toplami i¢in yazilir. Dolaysiyla,
H—p

0 — p NG N(D,1)

= )

—_—— — ™ in—1

1?.-" 52/ 1'!."; % vn—1 1.|’}--'a Xn-1

Ayrica 4’(in genel durumunda (ve uniform igeren son érnekte), 8 (X, ..., X,) istatistiginin
herhangi bir seyin sapmasiz ve tutarli tahmin edicisi olmasini istemedik, fakat gercek
parametrede kesin monoton olmak zorundaydi. Ancak, normal durumlar(8’in varyansi
hakkinda bilgi sahip olsak ta olmasak ta) ve durum 3 icin glven araligini
olusturdugumuzda, tutarli olmak zorundaydik.



2 Hipotez Testi
2.1 Ana Fikir

Fikir: bir kitleden elde edilen bir rasgele 6rneklem verilmig olsun, kitle hakkindaki bazi
iddialara kargi ¢ikmak igin yeterince kanit var midir? Once bazi dénemli kavramlari
tanimlayalim:

e bir hipotez bir kitledeki (populasyon) bir rasgele degiskenin dagilimi hakkinda bir
varsayimdir

e sabit(maintained) hipotez test edilemeyen ancak ne olursa olsun dogru oldugu
varsaylilan bir hipotezdir.

e test edilebilir hipotez rasgele bir degiskenden elde edilen kanitlara goére test
edilebilir ve test edilecek bir hipotezdir.

e bos hipotez test edilecek bir hipotezdir

e alternatif hipotez bos hipotez disinda kitle hakkindaki diger olasi varsayimdir.

Test problemi X, ..., X, O6rneklemini elde ettigimiz yogunluk f(x|6o) ile ilintili olan 8¢
parametresinin Oy olasi parametre dederler kiimesine ait olup olmamasi olarak ifade
edilebilir. Genellikle bos hipotezi asagidaki gibi yazariz:

.!IJr-:l . {? - {:_:}I]

Bunu asagidaki alternatif hipoteze karsi test ederiz.

Hy:0€0,
burada BN, = 1]

Eder 09 = {00} sadece bir tek parametre degeri igerirse, hipotezin basit oldugunu
soyleriz. Bir bilesik hipotez birden fazla deder veya bir sayl araliginin timunu igeren bir
0 kimesi tarafindan verilir.

Ornek 2. En yaygin kurulumuyla, Hy basittir ve Hp bilesiktir. Ornegin, X ~ N(u, 02), o2
bilinmiyor ve u = 0 olup olmadigini test etmek istiyoruz. Bu kurulumda, sabit hipotez
Xi'ler i.i.d. normal ve Var(X;) = a2'dir. Bos hipotez Hy : 1 = 0 (basit)tir ve bunu alternatif
hipotez Ho : u # O (bilesik)’e kargi test etmek istiyoruz.



Hipotezi test etmek icin veri toplamak zorundayiz ve veriye dayanarak bos hipotezi ret
veya kabul edebiliriz. Ancak, verimiz her zaman butun kitlenin bir 6rneklemi oldugu igin,
verdigimiz kararlarda hata yapma ihtimalimiz vardir. Belirli bir test icin 1. Tip hata yapma
olasiligi soyle verilir:

a = P(1.Tip Hata) = P(Ret|Ho)

Bu testin guvenirlik diizeyi (ayni zamanda buyuklugu) olarak adlandirilir. Eger asagidaki
ifadeyi yazarsak,

B = P(2.Tip Hata) = P(Ret etme|Ha)
0 zaman 1 — B testin gucudur.

Doganm Gercek Hali

Hy dogru Hy yanlig
ret H, Tip I hata dogru
Karar
ret etme H dogru Tip II hata

Genellikle testin glvenirlik dizeyini olustururuz, érnegin % 5 gibi ve daha sonra
guvenirlik testi veri iken en yuksek guce sahip bir test olusturmaya caligiriz. Dolaysiyla
sanki bog hipotezi ret etimeme hatasini yapmay: tercih ediyoruz.

Bunun arkasindaki mantik ilk basta sezgisel algilamaya ters gibi goéruntr halbuki bu
gOzlemlerden, butin kitleye genellestirilen ampirik sorundan veya bilimsel kanundan
kaynaklanmaktadir. Bilimsel kanun: kitle hakkindaki hipotezimizi dogrulayan birka¢ an
yakalamig bile olsak, uymayan bir an gézlemlemek c¢irttmek igin yeterlidir. Bu nedenle
ampirik kanitlari sadece bir hipotezi ret etmek igin kullanabiliriz, higbir zaman kanitlamak
icin degil. Asagidaki Bertand Russel'iIn meghur bir 6rnegidir:

“Evcillestiriimis hayvanlar kendilerini normalde besleyen kigileri gordugu
zaman yiyecek beklerler. Oldukca kaba bu davranisin tekduzeligi,
yanilgilarin sorumlusu oldugunu biliriz. Tavuklari émdarleri boyunca her
gln besleyen adam sonunda onun boynunu koparir, sanki doganin
tekduzeligi tavuklar icin yararlaymig bakis agisina ince bir ayar yapar gibi.
[..] Gergcek olan su ki, bir seyin belli sayida tekrarlanmis olmasi
hayvanlarda ve insanlarda ayni seyin tekrar olacagi beklentisinin
olusmasina neden olur. iggiidiimiiz kesinlikle yarin giinesin dogacagina
bizi inandirir, fakat beklenmeyen bir sekilde boynu kopartilan tavuktan
daha iyi durumda olmayabiliriz.” (Rusell, The Problems of Philosophy) ,



Bu nedenle, eger, o6rnegdin, belli bir ilacin hastanin durumunu belirgin bir gekilde
iyilestirdigi konusunda bir kanit sunmak istersek, bos hipotez Hp : “ilacin hastanin
durumu Uzerinde higbir etkisi yoktur” olur. Bu hipotezi ret etmek, ilacin etkisi konusunda
¢ok guclu kanit buldugumuz anlamina gelir. Yani her zaman bos hipotezi guritmek
istedigimiz ifade olarak belirliyoruz.

Bagka bir drnek olarak, hukuk sistemini dugsunebiliriz: “bir surecte, iki tarafta “suclu”
veya “sugsuz” seklinde bir sonuca ulagsmak i¢in ortaya veri (kanitlar) surerler ve juri yine
de iki hata yapabilir: masum bir kisiyi suglu bulabilir (1. Tip Hata) ya da bir sucluyu
sugsuz bulabilir (2. Tip Hata). Modern hukuk sistemlerinin gogu yargilamalar Kiginin
sugsuz oldugu varsayimina dayandirir, yani suiphelinin “sugu ispatlanan kadar masum”
oldugu varsayilir. Bagka bir ifade ile, sucu ispatlamanin ylkl yargica veya juriye,
stiphelinin gercekten de suglu oldugu konusunda ikna etmek icin yeterli kanitti ortaya
koymak zorunda olan savciya biner.

Hipotez testlere gbre alinan kararlar, alternatifin dogru olmasina karsi bos hipotezin
dogrulu icin basta belirtilen olasiigi gormezlikten geldigimiz manasinda optimal olmak
zorunda degildir ve 1. Tip ile 2.Tip hatalari yapmanin ilgili maliyetlerini hesaba
katmazlar. Hukuk sistemi icin, 6n sucglamayi (preemption) savunanlar bir cok konuda,
ornegdin terdrizm gibi, 2. Tip hatanin ¢ok pahaliya mal olabilecegini sik sik tartigirlar. Bu
nedenle hukuk sistemi bazi vakalarda sugsuzluk varsayimi igin istisnalara izin
vermelidir.

Toparlayacak olursak, Xi, ..., X, ornekleminin her bir olasi olayini “ret etme” ile “ret
etmeme” kararina baglayacak bir kural formile etmek istiyoruz.



