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Hipotez Testi Olusturmak

Eger X; Sx destegine sahipse, o zaman 6érneklem X = (X3, ..., Xn) Sg’i destekler. Bir
testin kritik bdlgesi kendisi igin bos hipotezi ret edecegimiz 6rneklemin desteginin
Cy c S¥ bolgesidir.

izleyen drnek bir standart kurulumun en dnemli unsurlarini gdstermektedir, bu nedenle
ona c¢ok dikkatli bakmaniz ve ayni adimlarin benzer problemlere nasil uygulanacagini
6grenmeniz gerekiyor.

Ornek 1. Varsayalim ki X1, ..., X, bir i.i.d. érneklemdir, X; ~ N(u,4)tiir ve Ha : u=1’e
karsi Ho : ;1= 01 test etmekle ilgileniyoruz. Once n = 2 durumuna bakalim:

i
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u = 0 ile uyumlu olmayacak kadar “cok blyiik” X1 + Xz'nin degerlerini ret edecek bir test
tasarlayabiliriz. Bu ret bdlgesini ayni zamanda bir dogrunun (st tarafinda da
gosterebiliriz.

Eger n buiyiik ise bu gosterimin kullanimi ¢ok kolaydir, cinki ret boélgesini dogrudan Xi,
..., Xn ille hayal etmek cok zordur. Ancak, resmi n’den tek boyuta indirgeyerek, kritik



bélgelerin garip sekillerini belirme yetimizi kaybedebiliriz, ancak onlar pratik uygulama
acisindan ¢okta yararli degildirler zaten.

Béylece bu 6rnekte, test siirecini bir test istatistigine dayandiracagiz, Ta(Xs, ..., Xn) = Xn
ve T,'hin blyik degerleri igin ret edecegiz.

K’yi nasil segecegdiz? iki hata tirii arasinda degis-tokus ile kagi karsiya gelmek zorunda
kalacagiz. Varsayalim ki simdi n = 25tir. Xi ~ N(u,4) oldudu igin,
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Simdi 1. Tip ve 2. Tip hatalarin olasiliklarini hesaplayabiliriz.

_ E—0 k
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Bu durumda, «, S, k'den herhangi birini belirlemek diger ikisini belirler, ve o se¢im 1.nci
ve 2.nci Tip hatalarin olasiliklari arasinda belirli bir dedis-tokus icerir — eger Kyi
yukseltirsek, givenirlik dizeyi « diiger, ayni sekilde 1 — g gliciide diger. Spesifik olmak
gerekirse, eger k = 3/5 olarak secersek, o ~ %6.7 ve f ~ %15.87 olur.



Farkli 6rneklem bdytikliikleri igin 1.nci ve 2.nci Tip hatalarin olasiliklari arasindaki degig-
tokugu cegitli k segimleri icin agsagidaki gibi gosterebiliriz:

Dustik bir k degeri daha bliylik gli¢c ve ayni zamanda daha buyuk guvenirlik diizeyi verir,
boéylece k'yi yiikseltmek bizi grafik lizerinde sola dogru kaydirir.

K’yi nasil se¢gmemiz gerekir? Normal kurulumda énceligin yanlis ret etme olasiligi a’'nin
kontrol edilmesine verildigini hatirlayiniz, bu nedenle Kyi 1. Tip hata olasiligini kabul
edilebilir bir diizeyde tutacak sekilde sececegiz, genellikle bu %5 veya %1°dir.

Elbette, n - oo iken, sabit « i¢in testin guicl, 1 — g, 1’e dogru gider. Bir teamil olarak,
genellikle o = %5 diizeyindeki bir ret edis “anlamlilik tir, benzer sekilde o = %1'de ret
etme “yuksek anlamlilik “tir.
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Ornek 2. Bir onceki Ornekte, sabit hipotez x € {0, 1} idi, fakat bu cok yapay bir
varsayimdi ve genellikle bunun béyle bir durum olduguna inanmak igin bir nedenimiz
yoktur.

Daha énce oldugu gibi, varsayalim ki Xi, ..., X, bir i.i.d. érneklemdir, ancak simdi
asagidakini test edecegiz:

HoI,u=0



Ha:p =0

Simdi Hpa iki yonll bir bilesik hipotezdir (yani alternatif altinda, u birkag deger alabilir,
bazilari uyin sollunda bazilar sagindadir). Yine sadece érneklem ortalamasina, Xos,
dayall bir teste bakacagiz — Kritik bélge simdi nasil gériintir?

Sezgisel olarak, X’in hem bliyiik ve hem kiiciik degerleri icin Hy'I ret etmek anlamalidir.
Yani eger bos hipotez dogru ise, blylik ihtimalle her iki kuyrukta da degerler
gbérmeyecegiz. Alternatif hipotez, ¢'nin 0'dan ya blylk ya da kliglik olduguna dair
kanitlar ile ilgilendigimizi ifade etmektedir.

ﬁll Wyl = ﬁin u,)
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Bu nedenle iki deger yani ki ve k,'yi belirleyecegiz ki béylece

o= P(Xos > kol =0) + P(Xos < ki|p=0) = [l — @ (L—Q_)] + P (g—l)

2/5 2/5

£ nedir? Alternatif tek bir olasilik kanunu belilemedigi ve onun yerine onlarin
sdrekliligini verdigi igin, f ¢ok iyi tanimlanmamigtir, yani sabit bir p igin su yazilir:

_ — gf.-'.i — L L — L
B(p) = P(Xg5 > kolp) + P(Xos < ky|pt) = [1 By ( S ,r“)] L@ ( ! “)
FA S
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Genellikle arzulanan bir givenirlik dizeyi « icin, ki, ko’yi bos hipotezi tarafindan
varsayilan deger etrafinda simetrik olarak segeriz (normal dagilimin bir tek tepe noktasi
ve simetrik oldugu igin, bu da kritik boélgeyi olabildigince bliylik yapar).

Son oOrnek varyansi bilinen bir normal kitleden elde edilen p icin gtven arahgini
olusturma yolunu hatirlatmali: Yukaridaki sure¢ aslinda agsagidakine benzerdir:

1. picin bir 1 — o’lik gtven araligi [A(X), B(X)] olustur (Durum 1, son dersteki notlara
bakiniz)
2. Eger po=0 ¢ [A(X), B(X)] ise, Ho'l ret et

Dolayli olarak bos hipotez altinda Pe(A(X) < 8 <B(X) = 1 - « olacak sekilde [A(X), B(X)]
araligini olusturdugumuz igin,

P 2 [A(X), B(X)]|Ho: 0 =) = a
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1. Testlerin Degerlendirilmesi ve Olugturulmasi

Tahmin ile ilgili tartismamizda oldugu gibi, dnce genel fikri tanittik sonra birkag drnek
gorduk. Simdi ise testler arasinda nasil se¢im yapacagimizi ve onlari bastan itibaren
nasil olusturacagimizi gérecegiz.

1.1. Testlerin Ozelikleri

Herhangi bir testin guvenirlik diizeyi o = P(1. Tip) ve onun guct 1 — =1 - P(2. Tip) ile
ilgileniriz. Eger her iki Hyp ve Ha basit hipotez ise, « ve g verili bir o icin iyi tanimlanmistir
ve en basitinden 1 — £ si en ylksek, yani en gugcli, testi segeriz.



Egder Ha bilesik ve Hy basit ise, verili bir o blylkliginde 1 — B(6) = 1 — P(2.Tip Hata|0)
gug fonksiyonlarini karsilastirmak igin bir metrige ihtiyacimiz vardir. Bir test en azindan
her 8 € Ha noktasinda diger herhangi benzer blyuklUkteki bir test kadar gucli oldugu
zaman, o test uniform(tekdiize) olarak en gucludiar (UMP). Genel olarak, bir UMP’nin
var olmasi gerekmez.

Ornek 3. Bazen uniform olarak gli¢lii bir test bulmak olasidir: Varsayalim ki X; ~ N(u,4)
ve agadidaki hipotezi test etmek ile ilgileniyoruz:

Ho:,u=0
Hi:py>0

Ha : u = I’e karsi Ho : 1 = Oicin en gliclii test eder X > k ise ret et formunu alan testtir.
Ha > Ho oldugu siirece ua ne olursa olsun testin genel formu degismez. Bundan &tird,

Ha : u = I’e karsi Ho : i = Oicin en giiclii test te ayni zamanda “ret et ejer X > k ise’
formunu alir.

Asagidaki 6nemli sonugta, Ho : u = uo bos hipotezi altinda Xa, ..., X, 6rneklemin bilesik
p.d.f.si fo(X) = fo(Xq, ..., Xn) V€ Ha : u = ua altinda érneklemin bilesik p.d.f.si fa(x) olarak
ifade edilir.

Onerme 1 (Neyman-Pearson Lemma). fa’ya karsi fo'in testinde (her iki Ho ve Ha basit
hipotezdir), kritik bolge

[:-‘l:_—ln| — {x - Jr']l:.}"'.:l - L}

- falx)
herhangi bir k > 0 tercihinde en gugludir.

k seciminin testin belirtilen guvenirlik dizeyi o’ya bagh oldugunu not ediniz. Bu, eder Xi,
..., Xy orneklemi icin asagidaki olabilirlik orani dusuk ise, en guclu test ret eder
anlamina gelir.

- N (19, STop )
P, ST Xn) = Fa(X, . %)

Yani, veri buyuk bir olasilikla Ha altinda olugsmustur.
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Neyman-Pearson Lemma’da dogrudan verilen en gugli test, 6rnek uzayda her x
noktasinda (burada integraller cok boyutludur, yani tipik olarak x € R" ) buyuklik

o= P(ret |[Hy) = folx)dx
JOE)

ve guc

1-4= P:‘ ret H_1 1= f.l :;x::,_fx
JONE)

arasindaki degis-tokusu c¢ozer. o ve 1- B ifadelerinden olabilirlik orani %’in kritik
A

bolgeye x eklemenin “fiyati’ni Cyx bélgesinden bir nokta eklemenin gugteki kazanimina
nispetten o cinsinden ne kadar “6deyecegimiz”i verdigini gorebiliriz.

Dolaysiyla, “en ucuz” —yani kuguk olabilirlik oranina sahip- x noktalarini ekleyerek kritik
bolgeler olusturmaya baslamaliyiz. O zaman, olabilirik oranina goére siralanmis x
degerlerinden asagi dogru gideriz ve o’nin bayuklugu istenilen dizeye ininceye kadar
nokta segmeye devam ederiz.

Ornek 4. Bir sanik (D) kapkaggiliktan mahkemededir. Mahkim etmek igin, jiiri %95
olasilikla kararin dogru olduguna inanmak zorundadir.



Savcinin ortaya koyabilecedi veya koyamayacagi (i¢ parca potansiyel kanit vardir. Bir
durugmada jiri kendisine gésterilen (i¢ parcadan sadece birine dayanarak mahkimiyet
karari verir. Asagidakiler potansiyel kanit parcgalaridir, karsilikli  bagimsizlik
varsayillmistir. Tabloda ayrica sanigin suglu oldugu veri iken her pargcanin incelenmesi
olasiligi ile sanigin suglu olmadigi veri iken her parganin incelenmesi olasiligi da
verilmigtir.

suclu sugsuz  olabilirlik orani

1. D polisin geldigini gorunce kacar 0.6 0.3 1/2

2. D sug¢ islendiginde baska yerde oldugunu 0.9 03 1/3
kanitlayamaz (mazeret)

3. D’nin evininin yakininda bos ¢anta bulunur 0.4 0.1 1/4

Neyman-Pearson gosterimine gére, x kanit pargalarinin 2° olasi kombinasyonlarindan
herhangi birisi olabilir. Bagimsizlik varsayimini kullanarak, bdtin ipuglarinin
kombinasyonlarini, her bir ipucunun her hipotez altindaki ilgili olabilirliklerini ve ilgili
olabilirlik oranlarini listeleyebiliriz. Listeyi (glinclii kolondaki olabilirlik oranina gére
siraladim. Son kolona siralanmig x kombinasyon listesine gére birikimli toplami ekledim:

alk) = E - folx)

rixi<k

Olabilirlik Orani
Suclu fa(x) | Sugsuz(fo(x) (x) = JSo(x) o(K)
falx)

1. | her g ipucu 216/1000 9/1000 0.0417 9/1000
2. | mazeret, bulunan ¢anta | 144/1000 21/1000 0.1458 30/1000
3. | kacgig, mazeret 324/1000 81/1000 0.25 111/1000
4. | mazeret 216/1000 189/1000 0.875 300/1000
5. | kagis, bulunan ¢anta 24/1000 21/1000 0.875 321/1000
6. | bulunan canta 16/1000 49/1000 3.0625 370/1000
7. | kacgis 36/1000 189/1000 5.25 559/1000
8. | hichirisi 24/1000 441/1000 18.375 1

Jiri, %5’ten daha dlslk olasilikli yanlis mahkamiyete kargin (yani sanik masum ise),
eger dogru ise en az %95 glvenilirlikle mahkamiyet karari verir. Hipotez testi
terminolojisine gbre, mahkamiyet karari, o = %5 buyldkligindeki en glcgli testi
kullanarak sanigin masum oldugu bog hipotezinin ret edilmesi ile ilintilidir.

Son kolondaki a(k) degerlerine bakinca, ilk iki kanittin kombinasyondan fazla kanit
eklemek yanlis mahkdamiyet olasiligi o’yi %5ten fazla artirdigini okuyabiliyoruz.
Dolaysiyla, juri suglunun polisi gérdiginde kagip kagmamasina bakmadan, baska



yerde oldugunu ispatlamamasindan ve evinin yakininda bulunan ¢antadan &tirti sanigi
mahkam etmelidir. Prensip olarak, jiri, ilaveten, sanigin kagisini, bulundugu yeri

ispatlamamayi ve g¢antanin bulunmamasini rasgele belirleyebilir (3. durum): Eger bu
durumda jari sanigi 50;130 zi olasilikla mahkum etmis olsaydi, yanlis mahkumiyetin
olasiligi tam olarak %5 olurdu, fakat bu muhtemelen hukuk sistemi tarafinda kabul

edilebilir bir uygulama olmazd..

Ornek 5. Ortalamaya dayali bir testin normal durumda en giiglii test oldugunu simdi
gosterebiliriz. Varsayalim ki X; ~ N(u, 4) ve Ha : = 1’e kargi Hy : u = 0’I test edecegiz.
Burada 25 g6zlemlii.i.d. olan bir Xy, ..., X25 drneklemimiz var.

Goézlemler i.i.d. normal olduklari igin, gbzlemlenen érnekleme gére hesaplanan olabilirlik
orani asagidaki ile verilir:

_ . 25 _ 1 ——';__
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r(X)’in érneklem ortalamasi X»s araciligiyla 6rnekleme bagl oldugunu ve X.s'te kesin
azalan oldugunu gérebiliriz. Bu nedenle, en gliclii testin kritik bélgesi asagidaki formu
alir:

Cx(k) ={x:7(x) <k}



