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1. Ornekler

Ornek 1. Varsayalim ki dogum sirasinda bebeklerin adirligi (pound cinsinden) X ~ N(7,
1)’e gbre dagilmaktadir. Diyelim ki eger bir dogum uzmani bebek bekleyen bir anneye
zayif bir diyet énerisinde bulunsaydi, bu éneri bebegin ortalamadan 1 pound daha hafif
(fakat ayni varyansa sahip) dogmasina sebep olurdu. Canli dogan 10 Kkigilik bir

érneklem icin, X10 = 6.2'yi gbzlemleriz.

e Dogum uzmani kétlu oneride bulunmuyor bos hipotezine karsi kétli Oneride
bulunuyor alternatif hipotezi icin %5’lik bir testi nasil olustururuz? Elimizde
Ho: u=7ye karsi Ha: y1=6

var.

Normal dagilim igin, bu basit testi sadece 6rneklem ortalamasina, X10, dayandirmanin
daha optimal oldugunu géstermistik, yani T(x) = X10. Ho altinda, X1o ~ N(7, 0.1) ve Ha
altinda X1 ~ N(6, 0.1)'dir. Eger X1o < k ise test ret eder. Bu nedenle test bliyiikliigi %5
olacak sekilde k'’yi se¢meliyiz, yani

0.05=P(X ;g <klpu=T)= (LI :)
: \_[]l

burada @(.) standart normal c.d.f.dir. Bu nedenle asagidaki denklemin tersini alarak K'yi
elde ederiz

k=17+v0.01¢7(0.05) = 7T — —= ~ 6.48

Bundan 6tiirii, X10 = 6.2 < 6.48 = k oldugu icin ret ederiz.



e Bu testin gicu nedir?

. 6.458 — 6 . .
P(Xjp <648u=6)=> ( o1 ) 7 @(1.518) == 93.55%
V0.

e Varsayalim ki gicl en az %99 olan bir test istiyoruz, gbézlemlemek zorunda
oldugumuz yeni dogan bebek sayisi n en az ne kadar olmalidir? n ile degisecek

tek sey 6rneklemin varyansidir, bu nedenle bu 6rnedin birinci bélidmiinden, kritik

deger k, = 7 — %’oldugunu buluruz, diger taraftan X,’e dayall testin giicii ve

kritik deger k, asagidaki ile verilir:

1 —B8=P(Xy < kn|p=06)=® (vn— 1.645)

1 — > 0.99 olarak ayarlayinca su kosullu elde ederiz:
VT — 1.645 = &71(0.99) = 2.326 = n = 3.071% = 15.77

Bu tur glic hesaplamalari genellikle bir istatistiki deney veya bir anket c¢alismasi
planlandiginda yapilir — érnegin, belli bir ilacin biylkliglinin etkisini arastirmak igin bir
ilag testinde kag tane hasta kullanacagimizi belirlemek gibi. Cok sayida kisi (izerinde
calismak veya anket yapmak ¢ogu zaman maliyetlidir, bu nedenle yeterince blylik bir
olasilikla anlamli degisiklikleri bulabilmek igin bir deneyin blydkliginin ne olmasi
gerektigini 6nceden bilmek isteriz.

Ornek 2. Varsayalim ki 6nceki érnegin kurulumuna oldugu gibi sahibiz, fakat varyansi
bilmiyoruz. Onun yerine, S? = 1.5 gibi bir tahminimiz var. Testi nasil yapardiniz? Daha
6nce tartigtigimiz gibi,

Xo — o
.S‘I I."I 1,";

T :=

e Ii'.' 1

istatistigi, eger gercek ortalama uy ise n -1 serbestlik dereceli bir 6grenci t-dagilimidir.
Dolaysiyla eger asagidaki kosul saglanirsa, Hy’ 1 ret ederiz:

I=l'_‘ — < to(5%)
'C,'.,-' \,H
. , _ 08
Problemde verilen rakamlari yerine koyarsak, T = - Tisao S 2.066 olur. Bu da ty9(0.05)

= -1.83ten kliguktiir.

Ornek 3. X; ~ Bernoulli(p), i = 1,2,3, olsun. Yamuk bir parayi birbirinden bagimsiz olarak
¢ kere firlatiyoruz ve eger tura gelirse X; = 17dir, diger durumda X; = 0’dir. Ha : p = 2/3’%e



karsi Hy : p = 1/30 test etmek istiyoruz. Her iki test basit oldugu igin, olabilirlik oran
testini kullanabiliriz,

}]—."{3 93— X,

- : Xyg g

T: f”l:.“i ..: — l_[:=| Ii'-_lll} Ii"éll
(Y : oy Xy — Xy a% 3 X,
fa(X) l_[z'3=| (%} H}] 2% i Xi

Bu nedenle eger asagidaki kosul gerceklegirse ret ederiz.

3
P 2T X ke (3-2) Xi)log2 < logk
i=1
burada X3 > %— %’ye esittir. k’yi belirlemek icin, Ho ve Ha altinda X3 ’in olasi biitiin
degderlerini ve olasiliklarini listeleyelim:

ql

A3 Ho altinda olasililc Ha altinda olasililc Ho altinda birilcmb olasilik
1 o= ~ o=
2 kil 1 i
1 13 il 14
3 27 27 27
0 5 il 1

Béylece eger testin blylkluginin o = 1/27’ye esit olmasini arzuluyorsak, sadece ve
sadece X3 > 2/3 ise ret edebilirdik. Ayni sonucu doduracak sekilde k = 2/3'ii secebiliriz.
Bu testin glici suna esittir:

_ el
i

Ornek 4. Varsayalim ki asadidaki fonksiyon tarafindan tiiretilmis bir tek gézlemimiz var,

. 2r efer ) < < lise o 2 2x efer D <x =<1 ise
folz) = { 0 diger bitin durumlarda 72 92 f2(7) = { 0 diger biitin durumlarda
e «a + ftoplamini minimize eden test prosedtiriini bulunuz — eger X = 0.6 ise ret
eder miyiz? Sadece bir X gbzlemimiz oldugu igin, X cinsinden kritik bblgeyi
olusturmak ¢ok karmagik degildir, bazi ileri dlizeyde istatistikleri bulmaya
calismak c¢ok sey kazandirmayacaktir (ancak Neyman-Pearson burada ige
yarayabilir). Yogunluk grafigine bakarak, k kritik degerlerinde kii¢iik X degerleri



icin testin ret etmesi gerektigi konusunda ikna olabiliriz. Tip | ve Tip II'nin
olasiliklari, sirasiyla, 0 < k < 1 igin sbyledir,

|].|
alk) =P ret |Hy) = / 2rdr = k2

o0

ve
!
B(k) =P retetme |H.4)= [ (2—2x)dr=2(1-k)—-1+ r=1- k(2—k)
JE

Bu nedenle, k lizerinden hata olasiliklarini minimize ederiz.

11'13}11{(.1[&'] + B(k)} = uil:u{.ﬁ'z +1—-k(2-Fk)} = 11‘?_11{2:%3 + 1 — 2k}

Minimize edilmig terimin tirevin alip sifira egitlersek,
1
D=4k -2 <= k=—

2

Dolaysiyla, eger X < 1/2 ise ret etmeliyiz ve a = = 1/4'tiir. Ancak, X = 0.6 i¢in Hp’l
Ozelikle ret etmiyoruz.

e Blitin testler arasinda o < 0.1 gibi, en kuguk g degerli testi bul. fnedir? X = 0.4
olsa ret eder miydiniz? — once k i¢cin a(k) = 0.1’ ¢bzeriz. Yukaridaki formdilii
kullanarak, k = /0.1 olur. Dolaysiyla,

Bk)=1—-2k+k =1.1—-20.1 = 46.75%

k =+v0.1 #0.316 < 0.4 oldugu igin, X = 0.4 i¢in Hy'1 ret etmeyiz.

Ornek 5. X gegiskeni X; ~ U[0, 8] dagilimhidir ve varsayalim ki bir i.i.d. 6rneklem Xy, ...,
Xn'i gozlemledik ve asagidakini test etmek istiyoruz

Hy:0=16
H_.-i . H # H(]. H = 0

iki secene@imiz var: 8 icin bir 1- o’llk glven araligini olusturabiliriz ve eger 6’
kapsamazsa ret ederiz. Diger bir segenek olarak, bir GLRT testi olusturabiliriz



L{to)

r= maxger, L(0)

Olabilirlik fonksiyonu asagidaki ile verilir:

7 1\ ) ) _ .
_ | I ] _ (—} eger 0< X, <0,i=1,..., n ise
L) = : 1'}?'1'“ (X:l0) = { I[]'ﬂ' diger biitiin durumlarda

T’nin payl maksimize edici Uzerinden hesaplanan olabilirlik ile elde edilir. Bu maksimum
olabilirlik tahmin edicidir, Oy = Xm = max{ Xg, ..., Xy }, yani

. l ™
52@1’2(9] = L(OyLe) = (X:nj)

Dolaysiyla

T — L{H[}] _ (X:n]l)n

maxger, L(#) o

Test buyuklugunu arzulanan dizeye esitleyen istatistigin kritik degeri K’yi bulmak igin, 6
=6y bos hipotezi altindaki dagilimi bilmek zorundayiz — bunun igin sira istatistigi
bolimine bakmamiz gerekebilir.

Bir dip not olarak, daha dnce bluyuk n’ler i¢in, bos hipotez altinda GLRT nin bir ki-kare,
x°, dagilimi oldugunu soyledigimiz halde, bu érnek icin bunun dogru olmadi§i anlasiliyor
cunku gergcek parametre degerinde yogunluk surekli degildir.

2. Diger Ozel Testler

Varsayalim ki i.i.d. 6zeligine sahip iki drneklemimiz var, bunlar X, ..., X, ve Z3, ..., Z,dir
ve potansiyel olarak ikisi farkli buyukllktedir, n; ve n, gibi. Iki farkli dagilim
olusturabiliriz:

X: ~ N(px,o%)
z!' . _'."-'-I.rll'iz.lﬁ';-'::.]

Yapmaya calistigimiz iki farkh test sunlardir:



I Hy:px =pz, Ha:px #pz, vada

2. Hy:0y =03, H:0% #0%

Bu hipotezleri nasil test ederiz?

1. Burada sadece g2 ve o7 degerleri bilinen durumu ele alacagiz (diger durumlar ile
ilgili tartisma igin kitaba bakiniz). Ho : ux = pz altinda

T=———2Z_ ~ N(0,1)

Sezgisel olarak, eder bos hipotez dogru degil ise, T buylk olmali (mutlak deger
cinsinden). Dolayisiyla, o« blyuklige sahip Ha'ya karsi Hp testinde Ho ret edilir
eger asagidaki kosul saglanirsa:

7| >-27'(3)

2. Varyans testi icin, dagilimlar ile ilgili sonuglari hatirlamak gerekir:

( Va2
|y — 1)"‘."{

2
2 ﬁu."l.l”—]
ET_\l-
ve
nz —1)s3 7
T2 ¥ Xna—1
Z

Bunlar birbirinden bagimsizdir. Hatirlayiniz, bagimsiz ki-karelerin serbestlik derecesi ile
bolima F dagilimhydi:

[, —1)8% \
—oz - /(m—1)

o

(ng—1}8% - ™~ —1na-1
oz =/(nz — 1}

Acikgasl biz o ile a2'yi bilmiyoruz, fakat Ho : 0 = 62 altinda bu ifade basitlestirilebilir,

]

L_,..Ia_'

§_

5

NI-\.',-

Dolayisiyla, eger asagidaki kosullar saglanirsa a buyudklikla bir test ret eder:



g = P'il |-.|i-'_| ]I:‘]. — {1:“‘2] W’E}’ﬁ

& f‘r.-, 1m.—1(/2)

2.2 Parametrik Olmayan Cikarimlar

Simdiye kadar, veri Uretim prosesi f(x|6) formunda olan ve sonlu parametre 6 boyutuna
kadar bilinen durumdaki problemler ile ilgilendik. O durumdaki testlere parametrik
¢tkarim denilir.

Istisna olarak, tahmin konusunda vurguladigimiz gibi, 6rneklem ortalamalari, varyanslari
ve diger momentleri herhangi bir dagihimin ortalamalarinin, varyanslarinin ve diger
yuksek-sirali momentlerinin hesaplanmasi igin avantajli 6zeliklere sahiptir.

Bir rasgele degiskenin dagiliminin timu kendi c.d.f.si ile karakterize edilebildigi icin,
herhangi bir sinirlama getirmeden(elbette ki gecerli bir c.d.f. olmali yani monoton ve
sagdan surekli), sanki veriden c.d.f.yi tahmin etmek iyi bir fikirmis gibi gértintyor.

Ornek dagilim fonksiyonu F(x) soyledir:

Fu(z) = n for X (j) =T = -T"*|j+ 1)

Burada Xg . sirah istatistiktir(bunun oOrneklemdeki j en kuguk deger oldugunu
hatirlayiniz), ayrica Xy = - o0 ve Xn+1) = -oo’dur.

Ornek 6. bir{-1, 3, 1, 1, 0.5, 2, 0} 6rneklemi icin, siralanmis 6rneklem {-1, 0, 0.5, 1, 1,
2, 3}’tur ve érneklem dagihm fonksiyonu F,(x)’i grafik ile gosterebiliriz:

L i
-

=
i =

Kaynak: MIT OpenCourseWare



Bilinmeyen bir dadilim ailesinden elde edilen bir X3, ... X, rasgele 6rneklem ile
ilgili cikarim problemi ile ilgileniyoruz ve c.d.f.si F(x) olan (6rnegin bir standart normal
dagilim i¢in F(x) = ®(x) gibi) belirli bir dagilimdan elde edilip edilmedigini test etmeyi
arzuluyoruz. Daha onceki tartismalarda alti gizilen testlerden herhangi birini uygulamak
icin elimizde spesifik parametreler olmadidi igin, test fikri F,(X)'in F(x)'ten “cok fazla”
sapip sapmadigini kontrol etmek olur.

Y
e

Kaynak: MIT OpenCourseWare

2.3. Kolmogorov-Smirnov Testi

Gozlemlenen bir 6rneklemin F(x) dagihimi tarafindan tiretilip tlretilmedigin test etmek
icin, Kolmogorov-Smirnov istatistiginin biiyilk degerleri icin testi ret ederiz. istatistik
asagidaki gibi tanimlanir,

D, =sup|F,(z) — F(z)|

burada sup«F(x) supremumdur, yani {F(xX): x € R}in en kuglk Ust sinirdir — ufak
kimelerde surekli fonksiyonlar igin bu maksimumun aynisidir, fakat Kolomogorov-
Smirnov istatistigi 1/n buyukligundeki sigramalari iceren 6rneklem dagihm fonksiyonu
icerdigi ve supremum butun reel sayi gizgisini kapsadidi igin, gercekte higbir belirli x
degerine ulasiimamis olabilir.



istatistigin kritik degerleri asimptotik (yani bilyiik n’ler igin) dagilim fonksiyonundan elde
edilebilir
G(Dn) = lim P(D, <z)=1- EZ[—L,E”']{:'E”:T?
. i=1
Bu ifadeyi doguran argimanlar ¢ok acik degildir ve cok tekniktir ctinkl bu, reel sayilari
degil, fonksiyonlarin dagilimini igeriyor (rasgele fonksiyonlar genellikle stokastik proses
olarak adlandilar).

En Biiyiik Fark

Fp(x)

Kaynak: MIT OpenCourseWare

C.d.f.nin hesaplanmasi sonsuz bir serinin hesaplanmasini gerektirdigi ic¢in, formul
kullanmak basit degildir. Ancak, bircok ders kitabi yaygin kritik degerler icin tablo
olusturur.

Ornek 7. Varsayalim ki bir madeni parayi tekrar tekrar, 6rnegin 160 kere, firlatiyoruz ve
6rneklemin bir B(4, 0.5) dagilimindan tliretilip tiretiimedigin a = 0.2 guvenirlik dizeyi ile
test etmek istiyoruz. Diyelim ki asagidaki 6rneklem frekanslarini gbzlemledik:

Tura sayisi 0 1 2 3 4

Orneklem frekansi 10 33 61 43 13
Kamulatif 6rneklem frekansi Fp(.) 10 43 104 147 160
Ho F(.) altinda Kimulatif frekans 10 50 110 150 160

fark 0 7 6 3 0




O zaman Kolmogorov-Smirnov istatistigi suna esittir:

|

1
D, = — max{0.7,6,3,0} = =2 0.044

'~ 160 ]
Kitaptaki asimptotik formuliinii kullanarak, Coz0 = % ~0.85ir. 0.44<0.85 oldugu igin,

bos hipotezi %20 diizeyinde ret edemiyoruz.

2.4. 2-Orneklemli Kolmogorov-Smirnov Testi

Varsayalim ki dagilim ailesi bilinmeyen iki bagimsiz rasgele 6érneklemimiz var ve bunlar
X1, ...y Xpile Y, ..., Yn olsun. Her iki érnekleminde ayni dagilim tarafindan turetilip
turetilmedigini test etmek istiyoruz. Buradaki distince Fn(X) ile G,(X)'in birbirinden “cok
uzakta” olup olmadigini test etmektir.

Bir istatistik olugturuyoruz,
D =sup |F(x) — Gn(zx)|
ve buyuk D degerleri icin ret ediyoruz. Eger asagidaki kosul saglanirsa, o

blayuklugundeki bir test icin kritik degerlerin asimptotik olarak iyi bir tahmini testi ret
eder:

2.5 Pearson’nin x2 Testi

Varsayalim ki n tane i.i.d. gézlemli bir 6rneklemdeki her bir X; degeri k kadar, Aq,..., Ax,
kategoriden birine yerlesecek sekilde siniflandirildi. p;, ..., px her bir kategorinin
olasiligi, ve fy, ..., f'de gdzlemlenen frekanslar olsun. Asagidaki bilesik hipotezi

.Hu:j}] = W12 =03y, P = Tg

alternatife karsi test ettigimizi disunelim. Alternatif hipotez bu esitliklerden en az iki
veya daha fazlasinin gergceklesmemesidir(olasiliklarin toplami 1 oldugu i¢in, burada tam
olarak bir esitlik tutmadi diyemeyiz). Asagidaki istatistigi kullanabiliriz

T

— V1 — fiFy.

I — E . \ &
i1 T



ve buylk T degerleri icin ret ederiz. En uygun kritik degerleri belirlemek igin, T’nin nasil
dagildigini bilmek zorundayiz. Maalesef, bu dagihm ilgili modele baghdir. Ancak, Hg
altinda dagilim asimptotik olarak modelden bagimsizidir ve blyuk n orneklemler igin
asimptotik olarak T ~ y7Z_,'dir. Pratik bir kural olarak, eger n > 4k ise ki-kare tahmini
calisabilir.



