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1. Tekrar

Nokta Tahmini

e Orneklemin tahmin edici fonksiyonu 8(Xu, ..., X)
e Tahmin edicinin sapmasi

Sﬂpma{f}_} = Eg[,[t‘;}: — by

e Tahmin edicinin standart hatasi

a( z ) = V’f Var(f)

Tahmin edicileri degerlendirmek igin dnemli kriterler

e Sapmasizlik
e Etkinlik
e Tutarhlik

Tahmin edici olugturma yontemleri

1. Momentler Yontemi
e mnci kitle momenti

Eg :}[{”] = itm(0)
e mnci drneklem momenti
“mo L LL 7T
}" T on E1'=1 }!"ii

e ilk momenti hesapla, m =1, ..., kigin X™ = un(0) esitligin olustur ve 8 icin ¢oz.
2. Maksimum Olabilirlik



o Xj, ..., Xy 0rneklemi icin olabilirlik fonksiyonunu yaz
n
L(0) = f(X1,..., X,|0) = [] £(X:l6)
i=1

e L(0)ile log(L(B))i maksimize eden 6 degerlerini bul

e maksimumu bulmak icin ilk tlrevi sifira egitle, eger 6 destekli rasgele degiskenin
turevi alinmayacak durumda ise, o0 zaman fonksiyonun nasil gérindugune
bakmali ve maksimumun nerede olmasi gerektigini belirlemelisiniz.

Guven Arahgi

o A(Xy, ..., Xp) ile B(Xy, ..., Xp) verisinin fonksiyonlarini bulunuz, yani
Pg[:,f.4f}f1 ..... X”fj < fp < Bf)ﬁ.. .. .Xﬂ_}_} =1—«

e [A(Xy, ..., Xn), B(Xq, ..., Xn)] 6 igin gliven araligidir
e Verili 1-d’lik guvenirlik dizeyi igin ¢ok sayida olasi guven araligi vardir

Guven araligi olusturmak igin gogu zaman asagidaki adimlari takip et:

1. a(Bp) ile b(Bo)yi bul ve bazi T(Xi, ..., X,) istatistikleri icin asagidakini olustur
(dogal olarak burada bir 8 tahmin edici kullanilacaktir)

Py (alfo) < T(X1,..., Xn) <blth)) =1-a

2. olasiligin icindeki olayi agagidaki gibi tekrar yaz

3. guven araligini olusturmak igin Xy, ..., X, ile A(.) ve B(.)’yi hesapla
Bazi Onemli Durumlar:

e 0 sapmasizdir ve normal dagilimlidir, Var(8) biliniyor:

e O sapmasizdir ve normal dagilimlidir, Var(8) bilinmiyor ve bir tahmin edicimiz var,



6 normal degil, n > 30 veya daha fazla: simdiye kadar gérdiigiimiiz tahmin
edicilerin asimptotik olarak normal dagilimh olduklarini gorduk, dolaysiyla s6z
konusu tahmini kullanacagiz ve bir 6nceki durumu uygulayacagiz. Varyansi
bilsek te bilmesek te t-dagiimini kullanarak bir sekilde guven aralidinin tahmin
kullanimini cezalandirmig olacagiz.

6 normal degil, n kiigiik: eger (a) 8’in p.d.f.sini biliyorsak, ilk durumu kullanarak
glven araligi olusturabiliriz, eger (b) p.d.f.yi bilmiyorsak, yapabilecegimiz bir sey
yoktur

Hipotez Testi

hipotezler, Ha : 6 € O4’ya karsi Hp : 6 € O¢

bos ve alternatif altinda farkli dagilima sahip datanin fonksiyonlarinin T(X)
istatistigini test et

C kritik boélgesi: bos hipotezi ret ettigimiz, T(X)'in gerceklestigi bolge.

test proseduri: Eger T(X) € Cise Hy'iret et.

C’nin segimi asagidakileri belirler

a = P(1. Tip Hata) = P(ret|Ho)

B = P(2. Tip Hata) = P(ret etme|Ha)

alfa buyuklik olarak, 1- § ise testin gucu olarak adlandirilir.

ayni a buyuklukteki iki testten 1- B glict en blytk olani tercih et

Eger B = B(0) ise en dusuk ((8) degerli testi tercih et, bu uniform olarak en guclu
testtir.

Ho ve Hp'nin ikisi de basitti. Neyman-Pearson Lemma’ya gore en guglu test

-4 6 H ”
“‘eger AGLA) k ise ret et” formunda olanidr.
F (X164

bazi monoton fonksiyonlar igin “eger g(T(X)) < g(k) ise ret et” formundaki bir test
“‘eger T(X) < k ret et” formundaki bir testin benzeridir.

Testin olusumu Hp ve Ha'nin formuna baghdir:

1. her iki Hy ve Ha basittir: olabilirlik orani testi

fo(x)
falx)

T(x) =



ve uygun bir sekilde secilmis k degerleri icin eger T(X) < k ise ret et (Neyman-Pearson
Lemma’ya gore en guglu olani)

2. Ho : 8 = 8 basit, Ha: 6 € 04 bilesiktir ve 2-yanhdir: 1 — o’k gtven arahgi [A(X),
B(X)] olustur ve ret et eger

bo ¢ [A(X), B(X)]

3. Ho : 6 =0 basit, Ha: 8 > 8¢ bilesiktir ve 1-yanhdir: 1 — 2a’lik glven araligi [A(X),
B(X)] olustur ve eger 6y < A(X) ise ret et.
4. Genel durum: Genellestiriimig Olabilirlik Oran Testi istatistigi:

maxgea, L(#) maxgea, f(x|0)

T(x) =

maxpco ,ue, L(f)  maxpco,ue, f(x]7)

uygun bir sekilde segcilmis k degerleri icin eger T(X) < k ise ret et.

iki-Orneklem Testi

e ikibagimsiz Xy, ..., X, ve Zu, ..., Z, gibi degiskenin i.i.d. érneklemleri olsun, X; ~
N(,le, O-)%) ve Zi ~ N(‘llz, O-ZZ)
e Asagidakileri test edebiliriz:

0
Hy:px =pz
Hy:px #pz
veya
(ii)

, ,
Hy:o0% =035

.2 22

4

e (i) durumunda asagidaki testi olustur



bu bos hipotez altinda N(0, 1)’dir.
e (i) durumunda asagidaki testi olustur

| 22
_(ng —1)sy
— 7 | 22

(ne —1)s%

bu bos hipotez altinda F(n; — 1, n, — 1) dagihimlidir, ve ret et e§erya T > F* (%) ya da
T>F! (1-%) ise.

Ornek Sorular ( Bahar 2000 Sinavi)

1. Momentler Yontemi: Bagimsiz degiskenler olan Xy, ..., X, [0, 6] destekli strekli
uniform dagilimdan ¢ekilmistir.  14:30’daki  dersinizden hatirlarsaniz, X;
ornekleminden 6 tahmin edicisini elde etmek icin ya Momentler Yontemini ya da
Maksimum Olabilirlik yontemini kullanabilirsiniz. Ancak siz ufak dedisiklikler
istiyorsunuz ve yeni bir rasgele degisken tanimliyorsunuz, yani

V. — { 0 eger Ni < k ise
P | eger X; > k ise

burada k tarafinizdan belirlenmis ya da tarafinizdan bilinen bir sabit degerdir. Y4, ...,
Yr'i kullanarak sadece 0’y1 tahmin edebilirsiniz.

(a) varsayalim ki k € (0, 8)’'dir. Y{'nin bir fonksiyonu olarak momentin t¢ yontemini de
kullanarak 6 icin bir tahmin edici tiretin. Ayrica, (0, 6) aralhiginda olmak icin neden
k'ye gereksinim duydugunuzu agiklayiniz.

(b) simdi varsayalim ki k € (0, co)’dir ve k bilinmeyen parametre 6’dan daha buyuk
veya daha kiigiik olabilir. Eger Y, = 0’li bir 6rneklem gdzlemleyecek olursaniz, k
ile © arasindaki iliski icin ne sdyleyebilirsiniz?

(c) 6 icin maksimum olabilirlik tahmin edicisi turetiniz (unutmayiniz, tahminler igin
sadece Yy, ..., Y, i kullanabilirsiniz).

Cevaplar:

(a) 6 bir-boyutlu oldugu igin, sadece Yi’'nin birinci momentini kullanmak zorundayiz.
Kitlenin beklenen degeri

Eg[Y:] = Po(X; = k) = max {l — %.U}



eger k < 0

ise, momentler yonteminin tahmin edicisi asagidaki gibi ¢ozulerek
elde edilir

}n —]E-.[?[}-g, —l_

q:».l o
':T:-}
[l
1

(b) eger k > 6 ise, Eq[Yi] = P(Xi = k) = max{l — (k/6), 0} = 0 artik 8’ya bagh dedgildir.
Egder k’'nin 8’dan daha buyuk veya kuguk oldugunu bilmiyorsak, parametre 6

kurulumunu sinirlandirmak igin momentler yonteminin tahmin edicisinin mantigini
kullanabiliriz:

}_fn=r1m}:{l—£{]}3l_E‘:}éE k‘
f f

Eger biyiik érneklemler icin Y, = 0 ise, k biiyiik bir olasilikla 6’dan biiyiik olacaktir.
(c) Olabilirlik fonksiyonunu turetmek icin asagidakini not etmek gerekir:
. R k
Po(Yi=1)=Fp(X; = k)=1-~

)
Dolaysiyla,

" AN At B\ T Y g\ DY)
=13 () - (-4 6
E o i i f

Loglari alinca,

L(#) =log L(# (Z}f)lag (1——) (H—ZF)mg( )

0 cinsinde alinan turevleri sifira esitleyince

. ?t .}; L_ o 3 }, T
[] = —(leili ‘:IH_Q — [“ Zﬁz L (Z -_‘!f) = (H-—Z}/}) ':.'H— If‘]
i) i i=1

0 icin ¢cozlnce,




Bu tahmin edici k > 6 olsa bile galigir.

2. Hipotez Testi: Varsayalim ki Xy, ..., X, ortalamasi, y, bilinmeyen ancak varyansi,
a2, bilinen ve 1’e egit olan normal dagilimdan elde edilen bir 6rneklem olustursun.

(a) Asagidaki kurulum igin, %5’lik guvenirlik duzeyinde en guglu testi veren bdlgeyi
belirtiniz. Testin guclinu hesaplayiniz.

Hy: p=10
Hya: p=1

(b) Asagidaki kurulum igin, %5’lik guvenirlik dizeyinde en gugclu testi veren bdlgeyi
belirtiniz.

Hy: p=1

Ha: p=10
(c) n’'nin ve X, nin hangi degerleri igin (a)da ki p = O hipotez ile (b)deki u = 1
hipotezini ayni anda kabul edersiniz?

(d) Asagidaki kurulum igin, %5’lik glvenirlik dizeyinde uniform olarak en gugclu testi
veren bdlgeyi belirtiniz.

Hy: p=20
Hai: p>1
Bu test i¢in, gug¢ fonksiyonu 1 — B(p) igin bir formul olusturup, grafigin giziniz.

(e) (a) ve (b)deki testlerin kritik bolgeleri arasinda nasil bir iligki vardir? 2. Tip hata
yapma olasiliklarinin iliskisi nedir?

Cevaplar:
(a) Neyma-Pearson Lemma’ya gore, en guglu test olabilirlik oranina dayanir

. . r 1 2
o= D=0 gmeolsiiid} o o
‘ [T flzilw=1) %UXP {_%Z:'!:I{'ri - l.}z} 2 -

i=1



Eger olabilirlik orani kritik degerden dusuk ise en guglu test ret eder, ya da benzer

sekilde, eger uygun bir sekilde secilmis k icin X, > k ise, ret eder (sinavda bunu hali
hazirda turettigimizi belirtmeniz yeterlidir).

Bos hipotez altinda, X, ~ N(0, 1/n),
P (X > k|p=0) =1— &(/uk)

-1 _
boylece k = %jl“)’i secmek %5 biiylkliginde bir test verir. O zaman testin giici

soyledir:
P(}fn = PIL| f= l) =1- ‘T’lr'-.,-'“'?[.liu — lJJ

(b) (a)dakine benzer gerekgeler ile, eder X, < k’ ise en guclii test ret eder. Burada

y ‘b_l(a)
K=1+ T

(c) Her iki testi kabul ederiz eger,
EF<X,<keyn+td 1 a) < /nX, <d(1l-a)

Yeterince biiyiik n’ler icin, X, iki testinde ret etmeyecegi degerleri olmayacaktir.

(d) Bu test (a)'dakinin aynisidir, ¢inkd herhangi bir u > 1 degeri icin olabilirlik orani
orneklem ortalamasi X,’nin kesin azalan bir fonksiyonudur ve « biyikligindeki bir
testin k kritik degerleri, bolum (a)da oldugu gibi, sadece bos hipotezin altindaki
dagilim tarafindan belirleniyor.

(e) Kritik bolgeler aynidir, fakat, buttn alternatifler p = 1’e gore bos hipotezden daha
uzakta olduklari i¢in, bolim (d)’deki 2. Tip hatanin olasiligi daha kuguktur,



