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Konrad Menzel

Son Gun: 3 Mart 2009

Soru Bir

1. Kumulatif dagilim fonksiyonun(CDF) tanimini yaziniz. Kelimeler ile ne anlama
geldigini aciklayiniz, bir érnek veriniz.

e 1’in G6zUmu: CDF’nin bir tanimi f(.): R— [0, 1], burada f(x) = P(X < x). CDF
bize rasgele degisken X'in sirali desteginin belli bir noktasina kadar olan
birikimli olasiliklari verir. Bu, bir seyin bir x sonucundan kigctk veya esit (ya
da solunda, bu siralamay! nasil yorumlamak istediginize baglidir) olma
ihtimallerinin ne oldugunu bilebilecegimiz anlamina gelir.

2. Asagidaki fonksiyonun gegerli bir CDF olup olmadigini gosteriniz. Eger
gecerliyse, ilgili PDF’nin grafigini giziniz.
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

e 2’nin Coézumu: Fonksiyon gercekte gecerli bir CDF’dir. Alta sifir ve Uste bir ile
sinirlandiriimistir.  Ayrica sol, lim,_,_ Fx(x) =0, ve sag, lim,_ Fx(x) =1,
limit kosullarini da saglamaktadir. Ancak, bu karisik bir rasgele degiskendir



cunkU surekli bir dagilimi vardir ve 2 etrafinda bir kitle noktasi vardir. PDF
ise asagidaki denklemdir:
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3. Asagidaki fonksiyonun gecerli bir PDF oldugunu goésteriniz ve ilgili CDF’yi ¢iziniz.

Fy(x)

Kaynak: MIT OpenCourseWare

3’Un Co6zumu: Bu fonksiyon gercekte gecerli bir PDF’dir. Her noktada pozitiftir
ve integrali birdir (Uggenin alani 2/3’tir ve 5 ile 6 arasindaki araligin alani
1/3’thr, bu da toplami 1 yapar).CDF dogrudan turetilir. Kolay integral igin
analitik olarak énce PDF’yi ve sonra CDF’yi asagiya yazacagim:
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Ben bir grafik tasarimcisi degilim ancak en azindan detaylara biraz dikkat ederseniz bu
grafigi cizmek nispetten kolay olsa gerek.

Kaynak: MIT OpenCourseWare

Soru iki

1. C.d.f.si surekli olmayan fakat sagdan-surekli olan bir p.d.f gosteriniz.
e 1'in C6zumu: Bu en az bir kitle noktasi(mass point) olan bir dagilimdan (ya

da tamamen kesikli olan bir dagihmdan) gelmek zorundadir. Konrad’in ders
notlari CDF’nin bir drnegini icermektedir:
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Kaynak: MIT OpenCourseWare

Bu grafik ile ilintili PDF, basit haliyle bir zarin bir yltzindeki deger olarak
tanimlanan X rasgele degiskeni tarafindan turetilen bir PDF’dir. PDF sdyledir:

E eger T = 1,2,3,4,5.6 ise

fila)= "

() diger biitiin durumlarda

Dogru/Yanhg/Belirsiz: Eger ifade dogru ise her zaman kisa bir agiklama yapiniz, ya da
eger ifade yanhs veya belirsiz ise her zaman karsi 6rnek gelistiriniz ve karsi ornegi
kisaca agiklayiniz.

1. Eger P(A|B) > P(A) ve P(A|C) > P(A), o zaman P(A|B, C) > P(A).

1’in C6zUmu: Yanlis. Cunku iki kosullu olasiligin baylk olmasi, onlarin bilegik
olasihdinin buylk olmayacagi anlamina gelmez. Kis mevsimi veri iken (olay
B), hastalanma olasiigi (olay A) bir o6rnek olabilir. Kig mevsiminde
hastalanma olasiliginiz yil ortalamasina gore daha yuksektir. Ayni zamanda,
almaniz gerekmeyen bir ilaci aldiginiz (rasgele olay C) zaman da buyuk
ihtimalle hastalanirsiniz. Ancak, eger sadece herkesin en ¢ok hastalandigi kis
doneminde koruyucu ila¢ alirsaniz, hastalanma ihtimaliniz daha dusuk olur.
Ayni sey grip asisi icin de gecerlidir(asi olursaniz hastalanma olasiligi



dusuktdr, kis mevsimindeyseniz hastalanma olasiligi yuksektir, interaktif
olaslilik potansiyel olarak dusuktdr).

. Surekli bir p.d.f higbir zaman 1’den buyuk deger almaz.

e 2’nin CoézUmu: Yanlis. Surekli bir PDF 6rnegi uniform PDF olabilir, Yani eder
0 < x < 1/6 ise f(x) = 6'dir ve diger butin durumlarda da sifirdir. Bu PDF
acikga iyi tanimlanmigtir ve sayllmayan sonuglar kiimesinde birden buyuk bir
degerdir. Dahasi, bu ifade en uygun sekilde CDF icin gecerlidir.

. P(A) = P(A|B)P(B) A ile B’nin bagimsiz oldugu anlamina gelir.

e 3'Un CO6zUmi: Yanhs. Bunun anlami, toplam olasilik kanununun ifade ettigi
gibi A ile B gergekte iligkilidir yani

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B°)

Bu nedenle, bunun anlami ya P(A|B®) = 0 (bunun anlami A ancak B

gerceklesince gercgeklesir, bu da ikisinin bagimsiz olmadigini ima eder) ya da

P(B®) = 0 (bunun anlami B = S (6rneklem uzayi)dir ve o zaman A ile B

bagimsizdir). A ile B’nin basit bir 6rnedi soyle olabilir: bir tek zar atis uzayinda, A

= {4 atma} ve B = {Cift sayl atma}. Bu érnekte, P(A) = 1/6, P(B) = 1/2, ve P(A|B)

= 1/3. Ancak, P(AnB) = 1/6 # P(A)P(B) = (1/6)(1/2). Ancak, eder B = S ise, 0

zaman P(S) = 1 iken gercekte elimizde P(A|S)P(S) = P(A)P(S) = P(A).1 = P(A)

oldugu anlasiliyor. Bu, ikisinin de bagimsiz oldugu ve sorudaki kosullarin ayni

anda saglandigi anlamina gelir. Bu hala ilging bir sonug dedgildir. :)

Soru ¢

(kaynak: Bain/Engelhardt, Ch. 2, ex. 8)

Negatif olmayan tam-sayi alan bir rasgele X degiskeni x = 0, 1, 2 igin F(x) = 1 — (1/2)**
CDF formuna sahiptir. Bu CDF x < 0 icin sifir deg@erini alir.

1. X'in PDF’sini bulunuz.

e 1in Cozumu: PDF CDF’nin her noktasindaki farktir. Bu rasgele bir tam sayi
oldugu igin, bitisik kesikli sonuglarin farklarini olasilik olarak hesaplamamiz
gerekiyor.



F(z)—F(z—1) = (1-(1/2)*™) - (1—(1/2)*"*")

= (1/2)*(1 = (1/2))
f(T) == 21.?[—%1

Ayni zamanda negatif herhangi bir tam sayi igin PDF f(x) = 0 gibi bir seydir.

2. P[10<X<20]'ni bulunuz.
e 2’nin C6zumuU: Aranizda geometrik serileri daha 6énce goérenler, bunun sonlu
farklarin toplami oldugunu hemen anlamiglardir.

20
PlI0<x <20/= -

r=11

Ya da hali hazirda CDF’'miz var oldugu igin, sadece asagidakini kullanabilirsiniz:

P10< X <20] = F(20)— F(10)
1 1
- ()
1 4
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3. P[Xcift sayidir]’ni bulunuz.

e 3'Un CozUmu: sadece cift sayilari istedigimiz icin, diger sayilar icin hesaplama
yapmaya ihtiyacimiz var. Bunu her bir X'i 2 ile ¢carparak kolayca yapabilriz. Bu
bize PDFdeki bitin cift sayilari atlamamiza olanak verecektir. Ardindan
sonsuz toplami almak yeterlidir:
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Soru DoOrt

1. Varsayalim ki bir rasgele degisken x’in [0, 1] arahidiyla orantili bir PDF’si vardir.
Bu PDF icin bir formil yaziniz. ilgili CDF nedir?
e 1'in Cozumu: PDF x ile orantilidir:

eger x € [0, 1] ise f(x) = kx’tir, bltln diger durumlarda ise sifirdir

PDF’nin integral 6zeligiyle, k = 2 oldugunu biliyoruz. CDF sadece PDF’nin
integralidir:

eger x € [0, 1] ise F(x) = X?

Tamamlamak icin CDF’yi sdyle tanimliyoruz: F(x) = 1 eger x > 1 ise ve F(X) =0
eger X <O ise.

2. Simdi ise, o rasgele degisken X'in [0, 1] araligiyla orantilh bir CDF’si vardir. Bu
CDF icin bir formiil yaziniz. ilgili PDF nedir?
e 2’nin Cozumu: CDF x ile orantilidir:

eger x € [0, 1] ise F(x) = kx

CDF’nin 6zelliklerine goére k =1 CDF’nin 0 ve 1 ile sinirlandirildigini kesinlestirir. Ayni
zamanda butunlik igin CDF’yi soyle tanimhiyoruz: F(x) = 1 eger x > 1 ise ve F(X) = 0
eder X < 0 ise (bunu sinavda ve problem setinde yapmayi unutmayiniz — reel sayilarin
destegi icin PDF ve CDF’yi tanimlamaya gereksiniminiz var). ilgili PDF tiirevdir:

eger x € [0, 1] ise f(x) = 1’dir, butlin diger durumlarda ise sifirdir

Soru Bes

Varsayalim ki X ile Y’'nin bilegik PDF’si sOyledir:

kaxly egerQ0 < ax <y < 1 ise

Ixr={,

diger biitiin durumlarda

1. K'nin de@eri nedir?
e 1'in COzimul: fyy'nin bir PDF olabilmesi igin, k'nin degeri yogunlugun
integralinin 1 olmasini saglamak zorundadir:



/ Bepduitn = 1
2,5 o

/ / cxtydydr =

k = 24
Boylece yogunlugun uygun bir olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi igin
integralin 1 olmasi ve bunun olabilmesi iginde k’nin 24’e esit olmasi gerekir.

2. X'in marjinal PDF’si olan f(x) nedir?
e 2’nin C6zumu: Marjinal PDF’nin tanimi soyledir:

— f f(z,y)dy
>

Kelimeler ile ifade edecek olursak, x'in marjinalini elde etmek icin, yapmamiz
gereken tek sey bilesik yogunluktaki diger rasgele degiskenlere gore integral
almaktir, yani bu durumda y’e gore integral almaliyiz. Bu integrali hali hazirda
bir 6nceki problemde aldik, bu nedenle sadece yukaridaki ¢aligmadan elde
edilen ¢6zUmuU asagiya yazacagim.

B} = f f(z, y)dy

= 12z 1—3)



y’nin marjinal PDF’si icin de ¢dzebilirdik. Bu bizi farkli bir integral almaya
zorlayacakti. Ancak bu pratigi burada yapmayacagim

3. x=1/2'de, X'in marginal CDF degeri, F(x), nedir?
e 3'Un COzumu: X'in marjinal CDF’si marjinal PDF’nin CDF’si olarak tanimlanir
ya da

Fx(z) = ]:"' [x(T)dz.

Bu nedenle, bu PDF’nin integralini alarak, ki hali hazirda 1’de bunu yaptik, sunu
elde ederiz:

| G y @, o
F\(l) = 312 (Ij] = 6.2"))
0
= 12 ~l~:1:’1 : 1;1_'6
4 6

Bunu 1/2 i¢in ¢bézdugumizde sunu elde ederiz:

e =6(1)'(3-10)°) =2-2=3%

4. y’nin kosullu PDF’si nedir (x'e kosullanmig, yani f(y|x))? X ile Y bagimsiz mi?
Aciklayiniz.
e 4’Un C6zumu: Yine kosullu dagilimin tanimini agagiya yazmaliyiz (bu sadece
kosullu olasihdin taniminin basitge bir uzantisidir):



J(z,y)
fx(z)

Acikgasi, elimizde bu denklemin batin pargalarn var. Aslinda, sabitin integralini
alarak kosullu dagihmi elde etmek zorunda olmayisimiz yeterince ilgingtir. Bu
bircok Bayezyen uygulama ile Metropolis- Hastings Markov Chain Monte Carlo
gibi ileri istatistiki yontemlere uygundur. Bunun hakkinda daha ¢ok bilgiyi daha
sonra alacaksiniz, fakat burada sadece gosterim amaciyla k'l yogunluklari
kullanacagiz:

flylz) =

x _ flzy)
flylz) = Tl
kx3y
Lo (1 — 22)
2y

f ('.l/!*lt) = |

Yinelemek gerekirse, ilgilenen okuyucular igin, y’nin marjinali fY(y)'den f(x]y)’yi
hesaplamak da mumkindir. Bu durumda, ya dogrudan kosullu dagihmi
hesaplayacaktik ya da Bayes Kurali kullanacaktik:

fylx) fx(z)

flzly) = @)

Sorunun ikinci bolimund de cevaplandirmaliyiz: X ve Y bagimsiz mi? y’nin
kosullu dagihminin x'in bir fonksiyonu olmasindan otirl ikisi de bagimsiz
degildir. Ik bakista “faktor kural” na goére bilesik marjinallerin faktérini
alabilecegimiz gibi goéruntyor, ancak unutmayalim ki bunu ancak bilesik
dagilimin destedi dikdortgen oldugu zaman vyapabiliriz. Ancak, marjinalleri
hesaplamak onun gercekten 6nemli oldugunu anlamanin en kolay yoludur.
Dikkatli bir sekilde dikdortgen olmayan bir destek olusturmak mumkun iken ve
buna ragmen bilesik dagihmi olusturan iki bagimsiz rasgele degiskene sahip
olabilecekken, bu durum bizim 6rnegimizde ise yaramiyor.

5. X+Y < 71in olasiligi nedir?



5in Cozumi: X + Y < 1 bdlgesi lzerinden integral almak istiyoruz. Bunu bircok
yoldan yapabiliriz, fakat ben sadece onu dogrudan hesaplayacagim. integralin
sinirlari konusunda ¢ok dikkatli olmamiz gerektigini unutmamak gerekiyor. y’ye gore
integral alindiginda PDF’nin ilk tanimindan gelen x <y < 1-x esitsizligini hatirlamak
zorundasiniz. Ikinci esitsizlik X + Y <1 = Y < 1 — X kosulundan geliyor.
esitsizligin birlegtiriimesi, x < 1/2'nin ayni zamanda integral alinirken x Uzerine
koymak zorunda oldugumuz kosul oldugunu da hatirlatmaktadir. Simdi integrali

alabiliriz

P(X+Y < 1)

Ne mutlu ki bu 1’den klguktir. :) Ayni zamanda, yogunluk seklinin (1,1) etrafina
daha fazla yigilma yapabilecegini de ilaveten kontrol etmek gerekiyor.
ucgen bolgesinin 0 < x <y < 1 ile sinirlandirimigs daha kuguk bir bolimunun

integralini aldik.
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Soru Alti
(Bain/Engelhardt, Ch. 2, ex. 10)

X bir kesikli rasgele degisken ve P[X = x] = 0 olsun. Varsayallm ki x = 1, 2, 3, 4
degerlerinde CDF F(x) = 0.05x(1+x)’dir.
1. CDF’nin grafigini giziniz.
e 1'in Co6zUmu: Bu kesikli CDF’yi Matlab gibi bir programda floor [x| koduyla
cizdirebiliriz: F(x) = 0.05 |x](1 + [x]). [0, 5] araliinda kesikli CDF sdyle olur:
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2. Kesikli pdf, f(x)'in grafigini ¢iziniz
e 2'nin Cozumu: PDF'’yi de c¢izmek kolaydir. Sadece 1, 2, 3, ve 4 yigiima
noktalarindaki farki kullanip, bunun kesikli PDF oldugunu bilmemiz yeterlidir:
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. E[XTin tanimini yaziniz ve E[X]'i bulunuz.

e 3’Un CO6zUmU: Her ne kadar kesikli ve surekli rasgele degiskenler limit
argumani bakimindan iligkili olsa da, E[X]'in tanimi surekli ve kesikli rasgele
degiskene gore farkliik gosterir. Bu problemde sadece kesikli olani
kullanacagimiz halde, butunlik acisindan asagiya ikisini de yazacagim.

sirekli : E[X] = /x zf(x)dr

oo

Kesikli : E[X] = er['r)

TeX

burada f(x) rasgele degisken X'in PDF’sidir. Bu problem de asagidaki gibi basit
bir toplama vardir:

EBX] = Z zf(x)

e X

= 1:142-243-3+4-4
E{JX’] - 3



