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Soru Bir

Bagimsiz rasgele degiskenlerin toplami veya ortalamasi ile ilgilendigimizde BUkIim
teoremi ¢ok yararl bir hiledir. Son problem setinde, asagidaki X rasgele degiskeni ile
ilgilendik.

e T forx>0

H@)=1, forz <0

Simdi, varsayalim ki X = X; = X, = ... = X¢ bagimsiz ve ayni dagihmli (i.i.d.) rasgele
degiskenlerdir.

1. Buklim formdlund kullanarak, Y, = % (X1 + Xp) igin PDF tanimlayiniz. (ipucu: Z; = X;

ile Z, = X; + X5'U tanimla ve sonra donustirme yontemini kullanarak Z,'den Y'yi
elde ediniz.)

e 1'in Co6zUmU: BUKIUmM formuland kullanmak igin, X; ve X,'nin bilesik PDF’si ile y;
ve X;'in fonksiyonu olarak x,’ye ihtiya¢ vardir. Fonksiyon soyledir: x, = 2y, — X;.
Ayni zamanda, bagimsiz olduklari igin, sadece iki marjinali, f i (x1) ile fx(X2),
birbiriyle ¢arparak bilesik PDF’yi olusturabiliriz: Bu bize bilesik PDF’yi verir, yani
X1 > 0 ve X, > 0 icin f(x1, X2) = e ®*?dir, diger biitin durumlarda ise sifirdir. Bu
probleme uyarlanmis buklim fonksiyonu (limitleri hesaba katarak) (burada
Jacobian’i kullanarak y; ile x;'in fonksiyonu olarak x, i¢in degisken degistirme
formUlind hesaba katariz) soyledir:
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2. Beklenen deger E[Y2]'yi hesaplayiniz.
e 2'nin C6zUmu: Beklenen degeri hesaplamak igin, surekli rasgele degiskenin
formulind kullaninz:

E[Y>] Z[ _iquvg(yz)d?fz

o0

iki yinelenen pargali integrali kullanarak asagidaki integrali hesaplamak zorundayiz:
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0
~ [ @1y,
JO
= j(yg)'z(—%‘?“)j;}“—/ (2y2) (—2e7%2) dy,
0

() (~22)]5 = () (e )]+ [ 2 () dy

= ()’ (-2¢7)]5 — [@21) (=e™™)]5 + [e72]
(0—0)+(0—0)+ (0+1)
Elys] = 1




Ayri bir segcenek olarak, beklenen degerin 6zeliklerini de kullanabiliriz (bUklim zorunlu
degil):
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3. BUKIUm formilind kullanarak, Yz = % (X1 + X2 + X3) igin PDF tanimlayiniz. (ipucu:

Bolum 1’deki ipucunu kullanarak Zz = X; + X, + X3’ tanimlayiniz, X3 ve Z; ile

buklim yaparak problemi Z, ve Z3’e donustirindz.)

e 3'Un COzUmU: Fyo(y2) elde ettigimiz yerdeki 1’in sonuglarina ayni yoéntemi
uygulayabiliriz. X3, X, ve X3'Un bilesik PDF’sini soyle yazariz:

Ix, x0.%: (%1, 22, 23) =  [x, (1) fxo(%2) fx5(23)

{

= e~ (@1tT2+ r3)

Daha sonra 5’i ¢gdzmemize yardimci olmasi igin, bu problem igin birazcik farkh bir
yaklagim sergileyecegiz. Z, = X1 + Xy ile Z3 = X3 + X, + X3'0 tanimlayiniz. Simdi
herhangi bir Jacobian dénusimid ihmal edebiliriz ve dogrudan buklim formalini
uygulayabiliriz. ilk 6nce, X; ve Xz'nin bilesik dagilimina sadece buklim formalinu
uygulayarak Z,’nin dagilimi i¢in ¢ozebiliriz.
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Simdi, BUklima Z, ile X3'Un bilesik dagihmina uygulayarak Zs'in dagilimini elde
edebiliriz:
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Ancak biz Yj; ile ilgileniyoruz, Z3 ile degil. Bu nedenle, Zz = 3Y3'U kullanarak, rasgele
degdiskenin basit bir strekli ters donusumunu uygulayabiliriz:

Iyva(ys) = [2.(3y3)|3]
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4. Beklenen deger E[Y3]'U hesaplayiniz.

4’0n Cozumu: Beklenen degerin dzeliklerini ¢ok kolay bir sekilde uygulayarak
tekrar E[Y3] = 1’i elde edebiliriz. Ancak, bunun buklim formUlind kullanarak ta
yapabiliriz. 2’den 6grenmemiz gereken sey, herhangibirk e Nve y=oiley =0
icin  y*e”¥ = 0 oldugundan pargali integralin 6nemli olmadigidir. Bu nedenle
sadece pargall integralin son kismindaki e~3Y30lan terim ile ilgileniyoruz
(isterseniz dogrulayabilirsiniz):
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5. BuUklim formalind kullanarak, Yy = % Xg + Xo + ...+ X)) = % Yk X icin PDF

tanimlayiniz.(ipucu: bélim 1 ve bélim 2’deki ipuclarinin yontemlerini kullanarak bir
ornek sure¢ belirleyiniz.)

5'in Coézumu: 3’te tanimlanan diziyi kullanarak buklim formulina kullanabiliriz.
Daha fazla kismi toplam tanimlariz: Z; = X3, Zo = X1 + Xo, Z3 = X1 + Xp + X3, ...,
Zy = ¥¥ . X;. Bu bize ardisik Z'lerin farki olan Z'nin fonksiyonu olan X igin bir ters
fonksiyon olusturmamiza olanak verir. Bu bize su Jacobian’i verir:

1 0 0 --- 0

=1 1L 0 == 0

Fui | B =1 T == B
| 0 0 0 - 1]

Bunun determinanti 1°dir. Boylece, Jacobian’i gérmezlikten gelebiliriz. Simdi
bilesik dagilimi yazabiliriz:
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X'lerin butin bilesik dagilimlari z/nin bir fonksiyonu oldugu igin, k kadar x
bagimsiz X'in toplamlarinin dagihmi i¢in z/'nin yeterli oldugunu soyleyebiliriz.
Simdi, yapmamiz gereken tek sey z/nin marjinalini bulmak icin z; den z,'e
kadar integralleri almaktir. 3'ten bildigimiz kadariyla, buklim asagidaki sonugclari
dogurur:
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Bunu tekrarlarsak Z igin genel bir formul elde ederiz:

k=1 .
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Zy = kY icin ters donusum formulinu uygulayarak:
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Ju(ye) = H—. {yk);‘ L ERe Ry
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Bu aradigimiz sonugtur. ilging olan ise, k sonsuza giderken bunun Normal'e veya
Gaussian’a yakinsamasidir. Bu daha genel bir teoremin 6zel bir durumudur:
Merkezi Limit Teoremi. Asagida Ustel dagilimdan Normal dagilima kadar
dagihmlardan k kadar rasgele cekilisin ortalamasinin  yakinsamasini
gorebilirsiniz.



L.i.d. Ustel Rasgele Degiskenin Orneklem Ortalamasinin
r Normale Yakinsamasi
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Ustel, k=1

s Normal Tahmin, k=10
s Normal Tahmin, k=50
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6. Beklenen deder E[Y\]'yI hesaplayiniz.
e 6'nin C6zUmU: 4’e bakiniz. Beklenen deger 1'dir. :)

7. Bu bize k buyuklugundeki bir orneklemin ortalamasi hakkinda ne sdyluyor? Bu

Ozellik Ustel dagihma mi 6zgu? Aciklayiniz.

e 7’nin C6zUmu: k bayukligundeki bir i.i.d. (bagimsiz ve ayni dagihmli) érneklemin
ortalamasi tek cekilisin beklenen degerinin aynisidir. Bunun anlami, k
blyuklugundeki bir érneklemin ortalamasi, dagilimin ortalamasinin sapmasiz bir
tahminidir. Butun integral boyunca buna dikkat etmemig olabilirsiniz, fakat eger
beklenen degeri butin beklenen deger Ozeliklerini kullanarak hesaplamig
olsaydiniz, ustel dagihmin herhangi bir 6zeligini kullanarak bunu kesf
etmeyeceginizi anlardiniz.

Soru 2
(Bain/Engelhardt, s.228)

Varsayalim ki Xi, X, ..., Xk bagimsiz rasgele degiskenlerdir ve butini =1, 2, ..., kigin
Yi = ui(Xj) olsun. Y1, Yo, ..., Yi'nin bagimsiz oldugunu gosteriniz. Sadece Xi'nin bagimsiz
ve X; = wi(Y;)'nin bire-bir oldugu durumu ele aliniz. jpucu: Eger x; = wi(y;) ters dénisiim
ise, 0 zaman Jacobian asagidaki, gibidir:



Fazladan puan i¢in Jacobian ile ilgili ipucunu ispatlayiniz.

o CoOzum: Xi = wi(Y1, Y2, ..., Y)'yi yazabiliriz, burada wi(.) ui(.)nin ters
fonksiyonudur yani wi(.) = u*(.). u; sadece X/nin bir fonksiyonu oldugu icin, ters
doénlisuim sadece Y; veya X; = wi(Y;)’nin bir fonksiyonu olabilir. Bu sezgisel
yaklasimla, pdflerin faktorlere ayrilabilecegini goOstererek bagimsizligi
gOsterebiliriz:

.Jf:/"n’1 ...... X [-'I:] g wray ::":ﬁ'} == f}\'l I:"r'l } e f‘u, ["Iﬂ:)-
Simdi donusum yontemini uygulayabiliriz:
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’1/1 (Ul) A (fJ w l(?/l)
J = : . :
ﬁ’u}k (I/L) dJ;\ W (Ul\ )
;f;‘,‘ wy () - 0
J = : ) 2
0 e gwe ()

Burada her bir w; y’nin bir fonksiyonudur, y.'nin degil. Dolaysiyla, diyagonaldeki butin
tirevler sifirdir. Bdylece, diyagonal bir matrisimiz oldudu igin Jacobian cok kolay
hesaplanabilir:

Diaygonal Matris:

J =T, o TIJ!(JJ

Bu durumda, artik butiin pargalari yerine koyabiliriz:
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burada X'lerin bagimsizhigini kullandik. ilk satirda Jacobian, ikinci satirda bir carpimin
mutlak degerinin mutlak degerlerin carpimina esitligi, tgincu satirda ¢arpimin degisme
ve birlesme 6zelikleri ile son satirda tek bir rasgele degiskenin dénisimunudn tanimi icin
ipuclar verdik. Dolayisiyla, Yy, ..., Y bagimsizdir. Bitti!

Soru Ug

Sonraki bir problem setine aktariimistir.

Soru Dort

Orneklemin dzeliklerini analiz etmek igin sira istatistigi cok yararhdir.

1. CDF Fx(x)'li bir rasgele degisken X'in n buyuklugundeki 6rnekleminin k.nci sira
istatistigi icin pdf ve cdf genel formdillerini yaziniz.

e 1'in CozUmu: Pdf f(x) (eger a < x < b ise f(x) > 0’dir, diger butiin durumlarda ise
sifirdir) ve cdf F(x) ile k'nci sira istatistiginin formull, Yy, e§er a < yx < b ise
soyledir:
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diger butun durumlarda bu sifira esittir. Marjinal cdf agagidaki gibidir:
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Soru Bes
(Bain/Engelhardt, s.229)

X1 ve X, surekli bir dagilimdan elde edilen n = 2 buyukliginde rasgele bir 6érneklem
olsun. Dagilimin pdf’si, eger 0 < x < 1 ise, f(x) = 2X’tir, diger durumlarda ise sifirdir.

1. En buydk ve en kuglk sira istatistiklerin, Y3 ve Y;, marjinal pdf’lerini bulunuz.

e 1in COzUmuU: n = 2 buyuklugundeki bir érneklemden edinilen en kigik ve en
blylk sira istatistiginin marjinal pdfleri marjinal pdf formuli kullanilarak
turetilebilir. Ancak 6nce X'in CDF’sine ihtiyacimiz var:

F(z) = ] 27'ds’ = z°
0

Simdi marjinal pdf formulinG kullanabiliriz:
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2. Beklenen degerlerini, E[Y4] ve E[Y2] , hesaplayiniz.
e 2’nin C6zUmu: Bir rasgele degiskenin beklenen deger formUlunu uygulariz:
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ElY] = —.

Bdylece, birinci sira istatistiginin beklenen degeri %’tir. ikinci (maksimum) sira istatistigi
icin asagidakini elde ederiz:

1
IE[Y?] = / y‘.zgz(y’z)dyz
0
1
= / ¥A(y2)*dys
0
1
= / [4(3/2)4] dya
0

E[Yz] =



Sansimiza, maksimumun beklenen degerini minimumun (ilk) sira istatistiinden buyuk
bulduk.

3. Y1 ve Y2'nin bilesik pdf'sini bulunuz.

3'Un COzumu: Y; ve Y2'nin bilesik pdf'si yi ve y,'nin permuitasyonlari hesaba katilarak
pdf f(x)ten elde edilebilir (f(x) ile tanimlanmis bir dagilimdan bagimsiz olarak
orneklenmis n sayida gozlem igin bilesik pdf séyle yazilabilir: g(yi, ..., Yn) = nlf(y1) ...
f(yn)):

vy, y) = 21f () f(ye)
2! (2y1) (2y2)
ye(v,12) = 8y

4. R =Y, -Y; 6rneklem araliginin pdf’sini bulunuz.

e 4’Un COzUmU: drneklem genigliginin pdf'si sadece bilesik PDF’nin donusimudur.
Bu simdiye kadar yaptigimiz batin biklimlere benzer. Sunu disinin: Y; =Y ve
Y2 =R + Y;. O zaman donlsim yontemlerini kullanabiliriz:

fﬂ.ni‘iflr"] = .y, 7+ 1) |J|

burada J = H (1) = 1. Bdylece, 3'teki bilesik pdf formulind uygulayarak sunu elde

ederiz:

fyvi m(,7) =8y (r + 1) |1

Burada y;’'e gore integralini alip marginal R’yi buluruz. Sinirlardaki degisime dikkat
ederek devam edelim (emin olmak icin 6nce Y; ve Y, ile sonra R ve Y; ile bir resim
Giziniz):
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5. Orneklem araliginin beklenen degerini hesaplayiniz, E[R].
e 5’'in Cézimu: Soyle hesaplanir:
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Orneklem genigliginin beklenen degerinin birinci ve sonuncu sira istatistigi
(maksimum ve minimum sira istatistikleri) arasindaki farka esit oldugunu
belirtmek énemlidir.

Soru Alti

(Bain/Engelhardt, s.229)

Pdf’si 0 < x < 0o durumunda f(x) = % ve diger durumlarda sifir olan bir dagihimdan elde
edilen n buydkligindeki bir rasgele 6rneklem disunundz.

1. Sirali istatistigin bilesik pdf’sini bulunuz.
e 1in Cozumu: Bilesik pdf Xi;'den X,e olan rasgele degigskenleri temsil eden
orneklemin bilesik pdf’lerinin yeniden etiketlenmesiyle temsil edilebilir.

Ozelikle sunu yazabiliriz:

gty tn) = nlf(w) - flya)

2. En kuguk siral istatistigin pdf’si olan Y;'i bulunuz.

e 2’nin Cozumu: En kiguk sirah istatistigin pdf'si butliin diger sira istatistiklerine
gore integral aldigimiz zamanki PDF’dir. Bunun i¢in halihazirda bir formulumuaz
var, dolaysiyla her seyi yeni bastan turetmektense, onu kullanacagiz. k =1 ve n’i
kullanarak asagidakini elde ederiz:
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3. Beklenen deger E[Y.]i hesaplayiniz. Eger yoksa, nedenini agiklayiniz.
e 3Un Cozumu: 2'deki cevabimizda var olan rasgele degiskenin beklenen
degerinin formalini uygulayarak yine bir integral alacagiz:
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4. En blyuk sirali istatistigin pdf’si Y,'i bulunuz.

4’0m C6zUmuU: En blyudk sira istatistiginin hesaplanmasinda kullanilan formul en
kuguk sira istatistiginin hesaplanmasinda kullanilan formualtn aynisidir:
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(=D = el ™ 1= Pl f(ue)

gm) = n[F@)]" " f(ya)
& Yn 1

— N f(.[/n)d[/u} /(y")
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Yn Yn

1

_‘]k.(?}k) =

f(x)'ten yapilan tek cekilis X'in beklenen degeri E[X]i hesaplayiniz. integral
saptyor mu? O E[Y,]'nin varligi hakkinda ne soyler? Aciklayiniz.
5’in Cézumu:

72

= / —dx
J1 T

= [logz]{°

E[X] = / '.'I.‘>1;(l.’I.‘
|

= oo0—0
E[X] = o0,

ya da kelimeler ile ifade edecek olursak, integral sapar. Bu, en azindan bir tane
sira istatistiginin beklenen degerinin olamayacagini 6nerir. Bu durum, X’in
beklenen degeri sira istatistiginden ya da her bir sira istatistiginin hesaplanip
sonra butin n sira istatistiklere gore ortalamasi alinarak hesaplanabildigi igin en
kuguk sira istatistiginin beklenen degeri olmasina ragmen gecerlidir.



Toparlayacak olursak, en klguk sira istatistigi beklenen degere sahip oldugu igin
ve X icin toplam beklenen deger mevcut olmadigindan, en blylk sira
istatistiginin sonlu bir beklenen degerinin olmamasi gerektigini soyleyebiliriz.
Coklu sira istatistigi icin var olmayan beklenen deger mumkun iken, hangi sira
istatistiginin isi bozdugunu soyleyemem. Formuller ile oynayarak kendi basiniza
bulmakta serbestsiniz.

. n =2 icin érneklem aralidi, R = Y, - Y¢'in pdf'sini elde ediniz. [pucu: kismi

fraksiyonlar kullaniniz, Yahoo’da “QuickMath™i arayarak kismi farksiyon
hakkindaki yardimi bilgisayardan alabilirsiniz:
http://www.quickmath.com/webMathematica3/quickmath/page.jsp?sl=algebra&s2=partial
fractions&s3=basic

6’'nin Coézumu: Yine iki rasgele degisken tanimlayacagiz. Onlar, S =Y; ve R =Y,
—Y,'dir ve tersleri S = Y; ve Y, = R + S'dir. 1’deki bilesik pdf simdi kullanilabilir:

. | 1 1
q(glyri] —_— ”._l—“!:-.._2
i Un
(1, 92) 2
g\, Y2 =
Yiya

Jacobian’nin determinantinin 1 oldugunu not ederek, J = H (1)| =1, donusumun

formulunu kullaninz:

frs(r,s) = g(s,r+s)|1]
9

Ly

g o2 2
fr(r) = / ————=0d8
J1 >

burada, bilgisayar kullanmiyorsaniz, kismi fraksiyonlar ile gozmek cok aci verici olur®.

Bu, kismi fraksiyon ayristirmadir:

1

Bunu vyapan bir web sitesi bulundu: http://www.quickmath.com/webMathematica3/

quickmath/page.jsp?sl=algebra&s2=partialfractions&s3=basic
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bunun simdi integralini alabiliriz. Pdf icin buldugumuz sonug soyledir:
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burada r > 0’dir. Orneklem genigliginin PDF’si ve n =2 blyikligindeki bir érneklemin
birinci ve ikinci sira istatistikleri asagidaki grafikte gosterilmistir ve n = 2 buyukligundeki

bir milyon 6rneklemden teorinin gostergesine kadar olan c¢ekirdek tahmin

karsilastiriimigtir.

ile



1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

7. Beklenen deger E[R]yi hesaplayiniz. Eger yoksa, nedenini aciklayiniz.

7’nin CozUmU: Maksimum sira istatistiginin beklenen degeri gibi genisligin beklenen
degeri de mevcut degildir ve E[R] =E[Yi] - E[Y.]dir. E[Y1] mevcut olsa bile,

Kernel ve Analitik PDF'ler

f (x)=1/ x? srneklem dagilimi (kernel)

——— 9,4(y,) birinci sira istatistigi (kernel)

9,(y,) ikinci sira istatistigi (kernel)

f(r) drneklem genisligi (kernel)

fx(x)=1/x2 Orneklem dagilim (analitik):)
g,(y,) birinci sira istatistigi (analitik)
——— g,(Y,) ikinci sira istatistigi (analitik))

fx(r) orneklem genisligi (analitik)

hesaplama icin her ikisinin de mevcut olmasi gerekir.

8. n’nin tekli sayl oldugu ve r = (n + 1)/2 € N durumunda, 6rneklemin medyanin
pdf’sini, Y,, bulunuz. Pdf'yi sadece r ve y, cinsinden ifade ediniz (bitliin n’leri ve
K'leri elimine ediniz).

e 8in Coziimi: Orneklemin medyani r = k = (n+1)/2'li sira istatistigidir. Daha dnce

yaptigimiz gibi hesaplayabiliriz. Formualu kullanarak:



n!

g(Yr) = [F(y)] ™ [1 = Fy)]"™ £y

(r—1)(n—r)!

(2r —1)! [1__1_]"-‘ [L]ML
(=1 r—1j! Yr yrl Y

2r— 1! (g -1
r—DF W

N

9 (yr)

9. Beklenen deger E[Y,]'yi hesaplayiniz. Neden mevcut olmadigini agiklayiniz.

e 9'un Co6zUmuU: Beklenen degeri hesaplayalim:

ElY;] = / Yr9r (yr)dy,
1

© (2r—1)! (g — 1)
- / T 1112 w2 dy,
1 [(r=1)Y] Yr

_ r-) /*(J—n""‘

1y,
[(, = 1)|] l/,)’ 1 (y

g R

- 2r —1)! _1(.—1 *® 2r—1 B 2r —1)! (y, —1)"
B [(T—l - )1 / @ —1) ([7—]'] y2r

= {(H

By = 2l Em -1

ey, —11}

Simdi E[Y,] igin ¢ozebiliriz:

2r —1

E[Y,] = .
[¥:] r—1

Jo

Birka¢ sayisal uygulama bunun gergekte dogru formul oldugunu gosterir: r =2 igin,

medyani 3 olarak elde ederiz ve r = 3 igin medyan 2.5'tir. r = 5 igin medyan 2.25tir.



