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Açıklamalar: Bu, kitapların ve notların kapalı olduğu bir sınav olacaktır. Hesap 

makinası kullanabilirsiniz. Lütfen önce sınavı baştan sona okuyarak anlaşılmayan yerleri 

sorunuz ve sorulara harcayacağınız zamanı ayarlayınız. Hesaplama hatalarının 

yapılması durumunda kısmı puan almak için lütfen yaptığınız bütün işlemleri gösteriniz. 

Sınavı bitirmek için aşağı yukarı 90 dakikanız var. İyi şanslar. 

 

1. (25 Puan) Beklenen Değer ve Varyanslar 

Aşağıdakiler Cov(X,Y) = σXY’li normal dağılımlı rasgele değişkenler olsun.  

X ~ N(μX,   
 ) ve  Y ~ N(μY,   

 ) 

İki değişkenin sabit bir w için ağırlıklandırılmış toplamları, Z = wX + (1 – w)Y’ye bakıyoruz. 

(a) w’nun bir fonksiyonu olarak, Z’nin beklenen değeri nedir? 

(b) w’nun bir fonksiyonu olarak, Z’nin varyansı nedir? 

(c)  [Z2]’yi hesaplayınız. 

(d) Varsayalım ki tasarruflarınızı yatırıma dönüştürmek istiyorsunuz ve X ve Y sırasıyla 

hisse senedi 1 ve hisse senedi 2’nin getirisi olsun. Eğer hisse senedi 1’e yatırdığınız 

tasarrufun oranı w ise, toplam getiriniz Z = wX + (1 – w)Y’dır. Her iki değerli kağıdın 

beklenen getirisinin aynı olduğunu varsayalım, yani μX = μY, ve w’yu getirilerin 

dalgalanmasını mümkün olduğunca düşük seviyede tutacak şekilde belirlemek 

istiyorsunuz. (b)’ye verdiğiniz cevaba göre, w’nun hangi değeri Z’nin varyansını 

minimize eder?  X ve Y’nin bağımsız olduğunu varsayalım. En optimal w değeri ne 

zaman sıfır ile 1 arasında değildir? Niye her şeyinizi sadece varyansı daha düşük olan 

hisse senedine yatırmamalısınız? 

(e) (seçmelidir, ekstra puan verilir): Varsayalım ki pX olasılıkla X = -∞ ve 1 – pX olasılıkla X 

~ N(μX,   
 )’dir. Aynı şekilde, pY olasılıkla Y = -∞ ve 1 – pY olasılıkla Y ~ N(μY, 

  
 )’dir. Aynı şekilde, daha önce olduğu gibi X ve Y bağımsızıdır. Yine hisse senedi  

kombinasyonuna sahipsiniz, yani wX + (1 – w)Y, ve olasılık P(wX + (1 – w)Y = -∞)’yi 

mümkün olduğunca düşük tutmayı arzulamanız akılcı gibi görünüyor. w veri iken böyle 

bir şokun olasılığı nedir? Hala çeşitliliği tercih ediyor musunuz? Bu (d)’de bulduğunuz 

ile çelişir mi? Kısa bir cevap yeterlidir, cebir kullanmak gerekmez.     

 



2. (25 Puan) Tahmin  

Siz ve arkadaşınız Athena koridorunda yazıcıdan çıktı almak için bekliyorsunuz. Laboratuvarda 

birçok öğrenci daha vardır ve 10-dakika aralıklı çıktı sayısı λ parametresi bilinmeyen Poisson 

dağılımlıdır. 

Varsayalım ki arkadaşınızla her karşılaşmanızda, çıktılarınızı almış ve 10 dakika kadar sohbet 

etmek için zamanın olmuş olsun. Bu 10 dakikalık aralıklarda yazıcıdan çıkan Xi sayıdaki çıktının 

kaydını tuttuğunuzu düşünelim. X1, …, X12 gibi bir örneklemin ortalaması  12 

= 5.17 ve karelerin ortalaması ise 
 

 
∑   

  
    = 31.43’tür. 

(a) Örneklem ortalamasını kullanarak, Poisson parametresi λ için momentler yönteminin 

tahmin edicisini hesaplayınız. 

(b) Bir Poisson rasgele değişken X için, Var(X) = λ olduğunu hatırlayınız. Yukarıda verilen 

bilgiye dayanarak, alternatif bir momentler yöntemi tahmin edicisini oluşturabilir 

misiniz? O tahmin edici (a)’da bulduğunuzdan farklı mıdır? Eğer cevabınız evet ise, sizce 

bu bir sorun mudur? 

Şimdi, çıktıları saymak yerine, arkadaşınızın çıktıları gelinceye kadar sadece geçen sürenin 

kaydını tuttuğunuzu düşünelim. İstatistik kitabınız bir Poisson olayın r.nci oluşumunun bekleme 

süresi Ti’nin aşağıdaki gibi bir p.d.f.si olduğunu söyler: 

 

Arkadaşınızın çıktı alma sırasının size sıranızın 5 kişi gerisinde olduğunu biliyorsunuz (yani r = 

5) ve sadece beraber beklerken geçen Ti bekleme süresinin kaydını tutuyorsunuz. 

(c) İ.i.d. olan  T1, …, Tn örneklemin olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonu nedir? 

(d) λ için maksimum olabilirlik tahmin edicisini bulunuz. 

(e) T1, …, Tn örneklemi için detaylı notlarınızı kaybettiniz fakat ortalama bekleme süresinin 

 n = 3.84 ve bekleme süresinin örneklem varyansının  ̂n = 4.12 olduğunu hala 

hatırlıyorsunuz. λ için hala tutarlı bir tahmin edici hesaplayabilecek misiniz? 

 

3. (15 Puan) Güven Aralığı  

Varsayalım ki Xi ~ N(μ, σ2) dağılımlı bir 25 gözlemli i.i.d. olan X1,…, X25 örnekleminiz var. 

Örneklemin ortalaması  25 = 1.2’dir. 

(a) σ2 = 4 varsayımı altında  μ için %95’lik bir güven aralığı oluşturunuz. 



(b) Şimdi σ2’ı bilmediğimizi varsayalım, fakat ben size  2
25 =  

 

  
∑   

   
    = 6.38 olduğunu 

söyledim. μ için %95’lik bir güven aralığı oluşturunuz. 

(c) Varsayalım ki %5 güvenirlik düzeyinde HA : μ > 0’a karşı boş hipotez H0: μ = 0’yı test 

etmek istiyorsunuz. Daha önce olduğu gibi  25  ve  2
25 verili iken (gerçek σ2 varyansını 

bilmediğinizi varsayanız), boş hipotezi ret eder misiniz?  

 

4. (20 Puan) Hipotez Testi 

Varsayalım ki  X ~ U[-θ, θ]. Bu dağılımdan sadece bir tek gözleminiz var ve şunu test etmek 

istiyorsunuz: 

H0: θ =1  

HA: θ = 0.1 

(a) X’in p.d.f.sini belirtiniz (ipucu: p.d.f.nin nerede sıfır nerede sıfır olmadığına dikkat 

ediniz). 

(b) En güçlü testi elde ediniz – testin gerçekten en güçlü test olduğunu göstermek için sınıfta 

elde edilen sonuçlardan hangisini kullanırsınız? 

(c) “Eğer |X| < 0.1 ise H0 ret et” testini düşününüz. Bu testin   büyüklüğü nedir? 1 –   gücü 

nedir? Hesaplamaları yaparken büyüklük ve güç tanımlamalarını yaptığınızdan emin 

olunuz.  

(d) %5 büyüklüğü için en güçlü testi oluşturabilir misiniz? 

 

5. (15 Puan) Hipotez Testleri 

Telepati üzerine içinde deneğinizin bir test almak zorunda olduğu bir rasgele deney 

yapıyorsunuz. Bir medyum, yani doğa üstü yetenekleri olan kişi, diğer insanların düşüncelerini 

ve duygularını sadece ekstra-duyarlı algılama aracılığıyla etkileyebildiği iddiasında 

bulunmaktadır.  

N sayıdaki deneğinizi m ve n gibi iki gruba ayırıyorsunuz. İlk m grubu (denek grubu) için 

medyum elinde testlerin çözümler ile yan odada oturup testi yapanlara yardımcı olmak için 

düşünmektedir. İkinci n grubu (kontrol grubu) ise, testi normal koşullarda almaktadır. Kendine 

güven sorunu ortaya çıkmasın diye, gruplara medyumdan yardım alınıp alınmadığı yönünde 

hiçbir şey söylenmemiştir.  

Medyumdan yardım alanlardan X1, …, Xm skor örneklemini ve kontrol grubundan Y1, …, Yn 

skor örneklemini gözlemliyorsunuz. Ayrıca önceden şunları da biliyorsunuz: 



X ~ N(μX, σ2) ve  Y ~ N(μY, σ2) 

Her birey ayrı ayrı ve aynı koşullarda teste tabii tutulduğundan gözlemlerin bağımsız olduğunu 

varsayıyoruz:  

(a)  m ve  n varyanslarını hesaplayınız.  m  –  n varyansı nedir? 

(b) N = m + n sayıda toplam denek sayısı verilmiş iken, m’in hangi değeri farkın varyansı 

olan  m  –  n’i minimize eder?  

(c) α = %5 büyüklüğü ile HA : μX ≠ μY’e karşı H0 : μX = μY testini yapmak istiyorsunuz. 

Varsayalım ki σ2 = 4, m = 20, n = 8’dir ve siz  m  –  n = 1.74’ü buldunuz. Boş hipotezi 

ret eder misiniz? 

(d) Yukarıda elde ettiğiniz sonuçları kullanarak, % 95 olasılıkla μX - μY = 0 noktalarından μX - 

μY = 1 noktalarının etkisini ayırt etmek için en az kaç ilave katılımcı daha eklemek 

zorundasınız? İpucu: Denek grubuna veya kontrol grubuna ya da her iki gruba ekleme 

yapabilirsiniz (hangisi en az ilave katılım gerektiriyorsa). 

 

İyi Tatiller 
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